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Bestimmung der Dreheigenfrequenzen einer gewissen Gruppe 
von Wellen mit singuliren Randern. 


Von J. Dorr, Darmstadt. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Es wird eine Gruppe von Staben mit gerader Mittellinie und variablem 
Querschnitt angegeben, fiir die sich bei verschiedenen Randbedingungen simtliche Dreheigen- 
frequenzen durch einfache Formeln exakt ausdriicken lassen, ohne daf es nétig ist, die Eigen- 
schwingungsformen zu kennen. Zu dieser Gruppe gehéren insbesondere solche Stabe, die an den 
Randern singular sind, das hei®t, deren Steifigkeits- und Massenbelegung bei Annaherung an die 
Rander gegen Null oder gegen Unendlich gehen. 


Résumé. On indique un groupe de poutres 4 axe rectiligne et section variable, pour lesquelles 
on peut exprimer exactement toutes les fréquences propres de torsion par des formules simples 
correspondant & diverses conditions aux limites, sans qu’il soit nécessaire de connaitre leurs modes 
de vibrations propres. Font partie de ce groupe notamment des poutres 4 extrémités singuliéres, 
c’est-a-dire, des poutres dont les répartitions de rigidité et de masse tendent vers zéro ou vers 
Vinfini au voisinage des extrémités. 


Summary. The report deals with a group of beams with straight axes and variable cross sections, 
for which all torsional frequencies for different boundary conditions may be calculated exactly by 
simple formulas. It is not necessary to know the modes of vibration. In particular, this group 
comprises beams, which have singularities at their boundaries, such that the stiffness, and mass 
distributions vanish or increase without limit when approaching the boundary. 


1. Aufgabenstellung. 


Wir wollen nur Wellen betrachten mit gerader Schwerlinie und tiber die ganze 
Lange ahnlichem Querschnitt. Die Eigendrehschwingungen solcher Wellen werden 
beschrieben durch die Differentialgleichung 


te |g (a) Ge] + oF kg (x) y = 0. (1) 


Dabei bedeutet: 
y die Amplitude der Drehschwingung, 
x die Lingenkoordinate, 
g(x) die Drehsteifigkeitsbelegung, 
k2 g (x) die Tragheitsmomentenbelegung, 
ow die Kreisfrequenz. 


Die Wellenschwerlinie bedecke das Intervall 0 <x <2, was sich durch eine 
geeignete lineare Transformation der Langenkoordinate immer erreichen la Bt, sofern 
man Wellen endlicher Lange voraussetzt. An den Randern x = 0 und # = = seien 
fiir die Losung von (1) gewisse Randbedingungen vorgeschrieben. Ist die Welle am 
Rande « = 0 bzw. x = a fest eingespannt, so mu sein 


y (0) = 0 bzw. y (x) = 0. (2a) 
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Eine Einspannung an den Randern 148t sich technisch nur verwirklichen, wenn 
die Drehsteifigkeit der Welle an den Randern von , Null‘ verschieden ist. Die Rand- 
bedingungen (2a) haben also nur unter folgenden Voraussetzungen einen Sinn: 


g (0) + 0 baw. g (x) + 9. (2 b) 
Ist die Welle an einem Rande frei, so mu8 an diesem Rande das Moment der elastischen 
Krafte ,,Null‘‘ sein. Dieses Moment wird durch 


d 
g (x) se 


beschrieben. 
Ist der Rand x = 0 frei, so folgt also aus (1) 


ra 


, im —@?k? y 
y' (0) = gro —gcay \9 (@) y (a) de (3a) 
Ov 
Ist der Rand x = = frei, so folgt: 


lim — @? k? 


Et) = on ace \rtory ora (3b) 


Wir werden spater genauer sehen, unter welchen Voraussetzungen den Rand- 
bedingungen (3) ein Sinn zukommt. Aus physikalischen Uberlegungen koénnen wir 
aber schon jetzt einige Schliisse ziehen. Wenn g (x) bei Annaherung an einen Rand 
so stark nach Unendlich geht, daB das Integral tiber g (x) fiir ein beliebig kleines 
auf einer Seite von diesem Randpunkt begrenztes Intervall unendlich ist, so haben 
wir es physikalisch gesehen mit einer Welle mit unendlich groBer Endscheibe (Flansch) 
zu tun. Am Orte eines unendlich groBen Flansches mu8 aber die Amplitude der 
Drehschwingung immer Null sein, ganz gleich, ob man sich den Flansch als frei oder 
eingespannt denkt. In diesem Fall haben also nur die Randbedingungen (2) einen 
Sinn. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Eigenwerte w,? zu ermitteln, welche Lésungen 
der Differentialgleichung (1) bei vorgegebenen Randbedingungen (2) oder (3) erlauben. 
Wir wollen jedoch diese Aufgabe nicht in voller Allgemeingiiltigkeit behandeln, sondern 
wir wollen Typen von Differentialgleichungen der Bauart (1) suchen, deren EHigen- 
werte sich mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln exakt bestimmen lassen. 


2. Allgemeine Vorbetrachtung. 


Bei Anwendung funktionentheoretischer Methoden spielt die Untersuchung der 
Loésung in der Umgebung der singularen Stellen der Differentialgleichung und in der 
Umgebung des unendlich fernen Punktes eine entscheidende Rolle. Die Untersuchung 
der Lésung in der Umgebung einer wesentlich singulaéren Stelle fiihrt aber auf schwie- 
rigste Probleme, die zum Teil noch prinzipiell ungelost sind (z. B. Fragen der Ein- 
deutigkeit oder des Verzweigungsgrades). Zur Vermeidung dieser Schwierigkeiten 
miissen wir uns auf Differentialgleichungen beschranken, die in der gesamten kom- 
plexen Ebene nur auB8erwesentlich singulare Stellen besitzen. Das hei8t, wir miissen 
uns auf F uchssche Differentialgleichungen beschranken. Unsere Differentialgleichung 
(1) ist von vornherein nicht vom Fuchsschen Typ. Der unendlich ferne Punkt ist 
z. B. eine wesentlich singulare Stelle. Die einfachste Transformation, welche (1) 
unter gewissen Voraussetzungen in den Fuchsschen Typ iiberfiihrt, ist: 


= COS &. (4 a) 
Mit den Bezeichnungen 


g{x(J=4C), ylaQ)]=Y (¢) (4b) 
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erhalt man mit (4a) aus (1): 


| 
dV C dt dY a? 
pe ed an | ae.) o @o) 


Diese Differentialgleichung ist in der Tat vom Fuchsschen Typ, wenn @’/G@ nur Pole 
von héchstens erster Ordnung besitzt und fiir ¢ > co mindestens wie 1/£ gegen Null 
strebt. 


Durch die Transformation (4a) wird das Geradenstiick 0 < x < a eindeutig auf 
das Geradenstiick + 1 =¢=— 1 abgebildet. Die Randpunkte x = 0 und «=z 
gehen dabei tiber in die Randpunkte ¢ = +1 und = — 1. Fiir (4c) miissen die 
Randbedingungen (2) und (3) wie folgt formuliert werden: 


Rander eingespannt: 


Y (+ 1)=0 bzw. ¥ (— 1) = 0. (5 a) 
Das ist nur méglich unter der Voraussetzung: 
G (+1) + 0 bzw. G(— 1) + 0. (5b) 
Rander frei: 
4 cs 
mee. ee Ee SE el 
get ened GAS) LO Vi—@ bs 
2 2 GY () ae 
ieee} lim — WEks 
Zuber t) aie | yi=@ om | 


Wir erwahnten schon, da wir spater gewisse Eigenschaften der Lésung der Dif- 
ferentialgleichung (4c) in den singularen Punkten kennen miissen. In den singularen 
Randpunkten € = + 1 1aB8t sich bereits durch die Randbedingungen (5) das Verhalten 
der Lésung von (4c) in dem benétigten Ma8e festlegen. Die Differentialgleichung (4c) 
ist aber auBer in den Randpunkten noch in den Punkten ¢,, singular, die durch G'/G’ = 0 
definiert sind. Um das Verhalten der Lésung in einem singularen Punkte, der nicht 
mit einem der Randpunkte zusammenfallt, zu ermitteln, miiBte man bereits die 
Loésung des Randwertproblems in allen Einzelheiten kennen. Wir wollen aber die 
Eigenwerte der Differentialgleichung bestimmen, ohne die Eigenfunktionen selbst 
berechnen zu miissen. Das ist moéglich, wenn G’/G héchstens zwei Pole besitzt, die 
mit den Randpunkten zusammenfallen. Auferdem muf aber G’/G fiir ¢ — co min- 
destens wie 1/¢ gegen Null gehen. Der allgemeinste rationale Ausdruck, der diese 
Forderungen erfiillt, ist: 


Ca Aponte Saklge: Bi dice iP: 
ee ie et eke (Oh 


Die gesuchte Differentialgleichung hat also die Form: 


oh iG Pi Pe / co? k? 
ya ass Eau be aes pera (ee) 


Um die physikalische Bedeutung dieser Differentialgleichung zu verstehen, miissen 
wir G (¢) baw. g (x) berechnen. Aus (6a) findet man 
G(o) =&(1 +6) (1 — C2, (7a) 


bzw. 


Oo \ ark, (cos Eke (sin =)" (7b) 
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Nehmen wir die Wellen als rotationssymmetrische volle Kérper an, so ist der 
duBere Durchmesser D (x) der vierten Wurzel aus g (x) proportional. 


Dig C (cos aye (sin aye (7c) 


In den Abbildungen (1a) bis (1¢) sind fiir einige Werte von p, und p, die Formen 
solcher rotationssymmetrischen vollen Wellen wiedergegeben. 

Wir sehen, da% )Konstruktionselemente der in den Abbildungen (1) dargestellten 
Art bei Kreiseln und Zentrifugen Verwendung finden. Da man heute solche Gerate 
fiir Drehzahlen bis zu 10° pro Minute baut, konnen dabei die Probleme der Dreh- 
resonanzschwingungen eine bedeutende Rolle spielen. Die durch die Differential- 
gleichung (6b) beschriebenen Drehschwingungen sind also von erheblicher praktischer 
Bedeutung. Bei Zentrifugen treten auch hohle rotationssymmetrische Kérper auf. 
Wenn sich die Drehsteifigkeit dieser Hohlkérper durch den Ausdruck (7b) darstellen 
laBt, so werden die Drehschwingungen ebenfalls durch die Differentialgleichung (6b) 


Py 2-4 


0 F Gaps Wat. TE paiogp eaked 3 
Abb. 1a, 1b, le. Wellendurchmesser D(a) fiir verschiedene Werte von p, und fy. 
beschrieben. Zwischen dem auBeren Durchmesser der Welle und der Drehsteifigkeit 


besteht dann aber im allgemeinen nicht mehr der einfache Zusammenhang, wie er 
durch (7b) und (7c) ausgedriickt wird. 


3. Bestimmung der Eigenwerte. 


Die Differentialgleichung (6b) ist ein Sonderfall der Riemannschen. Wir wollen 
sie deshalb mit den Riemannschen Bezeichnungen darstellen. Man findet: 


- 1 pes ae a’ 1 pes [ose y’ yi! 
4 + raielaondy. jenna yy Si ees a ee) 


mit 
, 1 _ x , Lk tr 
Ogi Pas 5 05 BS ade: Baie On 


2 
is eae ees 4 ot ht: y= Bt Pe _)/( Pet Pe gags, 


Der besondere Vorteil dieser Darstellung besteht darin, daB die GréBen a’, a”, 
Bb’, B’, y’, y” die Exponenten darstellen, die auftreten, wenn man Entwicklungen 
fiir die Losungen an den singularen Stellen €¢ = +1 und 1/€ = 0 angibt. Man kann 
in der Tat leicht zeigen, da es an den drei singularen Stellen je zwei partikulare 
Lésungen von (8a) gibt in folgender Form: 


VY coe (6-5 1)? Psy lCal)s Y_y2= P_43(€ +1); 


\ 


Von C1) Peale Vay = P+i2(C— 1); 


a Sal 1\, cs 1 
Yeo1 a ty’ Peal t ); V3 7) Peoi| 24. 
Dabei sind die Funktionen P jeweils in einem gewissen Bereich, der den betreffenden 
singularen Punkt im Innern enthalt, regular und hier durch Potenzreihen darstellbar. 


(8b) 


(9) 
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Man sieht leicht, daB sich die Randbedingungen (5a) nur erfiillen lassen, wenn 
man Y_,, und Y,,, als Lésungen fiir die Randpunkte und ihre Umgebung wahlt, unter 
der Voraussetzung 


pizi lk : i 


Diese Voraussetzung ist weiterreichend als die aus physikalischen Uberlegungen 

gefolgerte Voraussetzung (5b). In der Tat, (5b) entspricht der Forderung p, < 0 und 

P2 = 9. Mathematisch gesehen ist also die Bedingung (5a) auch noch erfiillbar, wenn 
1 Waa : : 

0< p< 7 baw. 0< p< gq ist. Jedoch lat sich zeigen, das dann in den Randern 


der Welle unendlich groBe Deformationen auftreten miiBten. Das ist aber technisch 
gesehen unméglich. Die Bedingung der festen Einspannung an den Randern 


Wei, bew..  Y(e 1) =O (10a) 
ist also technisch nur méglich unter der Voraussetzung 
p, =9 bzw. pp, S0. (10 b) 


Eine leichte Rechnung zeigt weiterhin, daB die Bedingung des freien Randes, formuliert 
durch die Forderung (5b), sich nur verwirklichen la8t, wenn man Y_,, und Y,,, als 
Lésungen fiir die Randpunkte und ihre Umgebung wahlt und wenn die Voraus- 
setzung erfillt ist: 


1 il 
Pie ies bzw. P2>— 3: (11) 
Diese Bedingung entspricht der in Abschnitt (2) aus physikalischen Betrachtungen 


gefolgerten Bedingung. Der Fall p,< — 5 baw. Po S— $ kennzeichnet in der Tat 


eine Welle mit unendlich groBem Flansch. An der Stelle des unendlich groBen Flansches 
muB aber die Drehamplitude immer ,,Null“ sein. Dann hat also nur die Randbedingung 
(10a) einen physikalischen Sinn, ganz gleich, ob man sich den unendlich grofen Flansch 
als eingespannt oder frei denkt. 

Wir wollen jetzt unter Beachtung der Einschrankungen (10b) und (11) die Eigen- 
werte der Differentialgleichung (6b) bzw. (8a) fiir verschiedene Randbedingungen 
ermitteln. 


A. Die Welle ist eingespannt an beiden Randern. Also muB8 sein: ° 
Y(—1)=0 und Y(+1)=0, 

9,59 und ps = 0. 
Wir konnen sofort partikulare Losungen angeben, die entweder nur an der Stelle 
(— 1) oder nur an der Stelle (+ 1) die Bedingung der festen Einspannung erfiillen, 

: 1 
indem wir die partikularen Lésungen wahlen, die durch die Exponenten «’ = 5 — p, 
und p’ = . — p, gekennzeichnet sind. Sie lauten: 
Yoh Ctr Ponty Key = CHAP Cd). (12a) 

Die Funktionen P_,, und P.,,, hangen dabei noch von dem Parameter w? ab. Diesen 
Parameter miissen wir jetzt so bestimmen, daB die beiden Lésungen Y_, und Y,, 
identisch werden. In diesem Falle mu8 man aber die Lésung auch in folgender Form 
darstellen kénnen: 

Y=(€ +1)” (¢ — 1)” P (¢). (12b) 
Dabei mu8B man die von ¢ = + 1 ausgehenden Verzweigungsschnitte so ins Unendliche 
fiihren, daB sie das Stiick der reellen Achse zwischen den Punkten ¢ = + 1 nicht 
schneiden. Dieses Stiick der reellen Achse ist nimlich der eigentliche Definitions- 
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bereich der Differentialgleichung (8a), der natiirlich nicht durch Verzweigungsschnitte 
zertrennt werden darf. Die Funktion P (¢) mu mit Ausnahme des unendlich fernen 
Punktes in der gesamten ¢-Ebene regular analytisch sein, mu8 sich also in eine Potenz- 
reihe entwickeln lassen, die in der gesamten ¢-Ebene konvergiert. Es kénnte namlich, 
wenn man vom unendlich fernen Punkt absieht, P (¢) nur an den Stellen € = +1 
singular sein, da die Differentialgleichung im Endlichen nur ¢ = + 1 als singulare 
Stellen hat. Ware aber P (¢) an den Stellen ¢ = + 1 singular, so wiirde (12b) nicht 
die geforderten Randbedingungen erfiillen. 


Setzt man (12b) in die Differentialgleichung (8a) ein, so erhalt man eine neue 
Differentialgleichung fiir P (¢). Wahlt man fiir P (¢) einen Potenzreihenansatz, dann 
kann man in der Tat die Koeffizienten der Reihe so bestimmen, daB die Reihe in der 
ganzen ¢-Ebene konvergiert, indem man nimlich den noch offenen Parameter w°* so 
festlegt, daB die Reihe bei einem bestimmten Glied abbricht. Diese w,? sind die Kigen- 
werte der Randwertaufgabe. 


Es gibt indessen ein noch bequemeres Verfahren zur Ermittlung der Higenwerte. 
Nach (9) 1a8t sich die Losung im Unendlichen immer in folgender Weise darstellen: 


/ ' ” ” b 
Y. =A agit | . } = | vs EArt? (6o+¢4+...). 
Wir setzen jetzt A’ = 0 und bestimmen w? so, daB 


yf = neo) + Bp’ Tb, — ON aI eee ees 


ist. Setzt man hier die Ausdriicke (8b) ein, so erhalt man 


+P. \2 4. 
la + w? k? — fe =n+1— p,\— po. (13a) 


Daraus folgt: 
on? = qe |(m + 1 — (» +1) (Pr + 9)]. (18b) 


Unter der Voraussetzung (13b) gibt es also fiir die Umgebung des unendlich fernen 
Punktes eine partikulare Losung von der Form 


fittest tes: 
Yoo = Al Ente te (3 P+ Http (13¢) 


Hine solche asymptotische Entwicklung ist aber nur méglich, wenn die Potenzreihe 
in (12b) abbricht. Es mu8 also sein: 
PG) = Lah) Se Oo CR oe ie ee ae 

Setzt man das in (12b) ein, so erhalt man in der Tat als Entwicklung fiir den un- 
endlich fernen Punkt eine Reihe nach fallenden Potenzen von ¢, die mit der Potenz 
(n + «' + B’) beginnt. Der Ausdruck (13b) ist die Bedingung dafiir, daB P (¢) durch 
eine abbrechende Reihe dargestellt werden kann, also in der gesamten ¢-Ebene regular 
analytisch ist. Dann ist aber (12b) die Lésung der gestellten Randwertaufgabe und 
die durch (13b) angegebenen ,? sind die Eigenwerte. 


B. Die Welle ist frei an beiden Randern. Es miissen also die Bedingungen (5c) 
erfillt werden. 

Die Bedingungen (5c) sind erfiillt, wenn man fiir die Stellen € = +1 die parti- 
kularen Lésungen (9) wahlt, die durch die Exponenten «”’ = 0 und f’’ = 0 gekenn- 
zeichnet sind unter der Voraussetzung 


1 1 
Ds ee ae ee oa 


Die Gesamtlésung darf also an den Stellen € = +1 nicht singular sein, muB also 
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in der gesamten ¢-Ebene regular analytisch sein und sich als eine in der gesamten 
¢-Ebene konvergente Potenzreihe darstellen lassen. 

Y=at+a,6+a,@2 +. (14) 


In der Umgebung des unendlich fernen Punktes gibt es nach (9) eine partikulare 
Lésung von der Form: 


Yoo= "(ut Pte t..) 
Man kann «@? so festlegen, da’ 
: == We Min = 0,9 Poa. 
ist. Das heiBt: 
Pi Ps ! alee | wk? = n. 
Daraus folgt 
Ii peee 2 
on? = aa |n? +» (pi + p2)]- (15) 


Unter der Voraussetzung (15) gibt es also fiir das Unendliche eine Lésung von der 


Form 
Ve (ty ee ae. 
Das ist nur méglich, wenn die Reihe (14) abbricht. Dann ist aber (14) in der gesamten 
¢-Ebene regular analytisch und stellt die Lésung der gestellten Randwertaufgabe dar. 
Der Ausdruck (15) gibt die Eigenwerte des Randwertproblems an. 
C. Die Welle ist bei € = — 1 (x = 2) eingespannt und bei €¢ = + 1 (x = 0) frei. 
Unter der Voraussetzung 


1 
Pp =9; p> ey 
werden diese Randbedingungen erfiillt, wenn man fiir die Punkte € = + 1 die partiku- 
laren Lésungen (9) wahlt, die durch die Exponenten 


, 


Oo =5 DP und, 6 (<= 0 
gekennzeichnet sind. 


Der Exponent der Entwicklung fiir den unendlich fernen Punkt mu8 also sein 


= 2 \2 1 
yt Sy ee tw =n +5 — Pp. 
Daraus folgt fiir die Eigenwerte: 
1 1 1 
0,7 = ge (" price ps) (x A ag or Pa): (16) 
= ON DL 2 Rhee 


1 Ne : : 
Wir erwahnten bereits, daf fiir p, > — > und p, > — 5 die Bedingung der freien 


Rander identisch wird mit der Bedingung der eingespannten Rander. Wir wollen 
priifen, ob fiir diesen Grenzfall die Eigenwerte (13 b), (15), (16) einander gleich werden. 
Man erhalt aus (15): 
1 


lim 2.2 ioes 2 i = Dre 
ope Ln = i (m m) mit-m = 0,1, 2; 


Setzt man m = n + 2, so erhalt man 


- 1 : , 
ee Pn |: (15') 
i 


Das ist in der Tat identisch mit dem Ausdruck (13), wenn man dort p, = py = — 9 
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setzt und wenn man in (15’) von den beiden Eigenwerten ,,Null“ absieht, denen keine 
besondere physikalische Bedeutung zukommt. Aus (16) erhalt man 


1 1 
li 
Taha Cie ae (m 2 p;) m. 


Mit m =n + 1 wird daraus: 


pM Lon? = zel(m + +7 E* — (n + Day. (16) 

Das ist mit (13b) identisch, wenn man dort p, = — 3 setzt und wenn man in (16’) 
von dem Eigenwert ,,Null‘ absieht. 

Das Auftreten der Eigenwerte ,,Null“ 1a8t sich wie folgt erklaren. Fir p, = — zs 

bzw. p,= — + besitzt die Endscheibe ein unendlich groBes Tragheitsmoment. Dem 


entspricht bei endlicher Drehgeschwindigkeit eine unendlich groBe kinetische Energie. 
Die Torsion der Welle liefert aber nur endliche elastische Riickstellmomente bzw. 
endliche Verformungsenergie. Eine unendlich groBe Endscheibe dreht also, sofern 
sie einmal in Rotation ist, mit konstanter Wirbelgeschwindigkeit weiter, kehrt also nie 
in die Ausgangslage zuriick. Diese Erscheinung wird durch die Eigenwerte ,,Null* ge- 
kennzeichnet. Natiirlich sind diese Eigenwerte ,,Null‘‘ ohne physikalische Bedeutung. 


4. Einige Bestatigungen der Ergebnisse. 
Fiir p, = p, = 0 ergeben sich aus (13), (15), (16) die Eigenwerte der homogenen 
Drehwelle mit konstantem Querschnitt. 
hit), = py = $ geht (8a) in die Legendresche Differentialgleichung iiber. 


Die Bedingung der eingespannten Rander ist hier physikalisch unsinnig, da die Rand- 
querschnitte ,,Null“ sind. Die Bedingung der freien Rander ist aber identisch mit 
der Forderung, da® die Lésung in den Randpunkten endlich ist. Die Forderung der 
Endlichkeit in den Randpunkten (den singularen Stellen der Differentialgleichung) 
fiihrt auf die Bedingung 
O,2 kh? = n(n + 1). 
Das ist identisch mit (15), wenn man dort p, = p, = + setzt. 
Fir p, = p, = k = 1 lautet (7b) 
g (x) = Csin? x 
und die Differentialgleichung (1) nimmt mit x = z + _ die Form an: 
y’ —2tgzy +a%y=0. 
Hierfiir hat L. Collatz! die Kigenwerte angegeben fiir die Randbedingungen: 
y (a) = y (b) =0. : 
Wenn man die Rander mit den singularen Stellen der Differentialgleichung zusammen- 
fallen 14Bt, so gehen diese Randbedingungen iiber in: 
y (-— 3) und y (+ 5) endlich. : 
Die Eigenwerte dieses Falles werden durch Formel (15) angegeben. Man findet mit 


Pi =Peo=l: 
oO, =n +2n = (n +1? —1, n=0,]1, 2,3,... 


F 1 L. Collatz: Eigenwertprobleme und ihre numerische Behandlung. S. 143. AVG-Leipzig 
945. 
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Ersetzt man hier (n + 1) durch m, so erhalt man dieselbe Beziehung wie L. Collatz, 
wenn man in seiner Formel die speziellen Werte einsetzt. 


5. Zusammenfassung. 


Fir die Differentialgleichung der Drehschwingungen einer Welle 


d 2m1/ , 2p. d 2 6 2 De 
“de [(cos 5) (sin 5) | en ke? (cos 3) * (sin 5) : y= 0 


werden die Eigenwerte exakt bestimmt unter der Voraussetzung, daB die singularen 
Stellen «= 0 und x= a der Differentialgleichung als Randpunkte gewahlt und 
dort gewisse Randbedingungen vorgeschrieben werden. 


1. Die Welle ist an den Randpunkten x = 0 und a = z fest eingespannt.. Das ist 
nur méglich unter der Voraussetzung 


Pi = 9; p, = 9%, 
Die Eigenwerte sind dann 


on? = pe lm + 1 — (2 +1) (pr + pe) m= 0,1,2,.... 


2. Die Welle ist an dem Randpunkt x = 0 frei und an dem Randpunkt «=z 
fest eingespannt. Dieser Fall unterscheidet sich nur vom Fall (1), wenn 


1 
Dea O 

ist. AuBerdem muB 
ps9 


sein, damit eine EKinspannung bei x = a technisch méglich ist. Unter diesen Voraus- 
setzungen erhalt man als Eigenwerte 


i 1 1 
og = a(n + > —2)(n +5 +22), n= 0,1, 2, 3,... 


3, Die Weile ist an den Randern x = 0 und x = z frei. Dieser Fall unterscheidet 
sich nur dann vom Fall (1), wenn 


1 i il 
Peo a, Un. Bee Ta iat 


sind. Ist nur p, > — = aber p, S — + so ist dieser Fall mit Fall (2) identisch. Unter 


I 1 e : 
der Voraussetzung p, > — 9 und p, >— > erhalt man als Eigenwerte 


Dees 
On? = za [M+ 2 (Pp, + P2)], m= 0, 1, 2,3,... 


Bir pp; =p, = — > werden alle drei Ausdriicke identisch, wenn man von den 
Eigenwerten ,,Null“ absieht. Die Formeln der Falle (2) und (3) fiihren zu sinnlosen 


i! iL Se 
Aussagen, wenn p,< — 9 bzw. p, < — > und p,< — 5 1st. 


(Bingegangen am 5. August 1949.) 
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Beitrag zur formelma®igen Berechnung der Geschwindigkeits- 
verteilung gewélbter Tragfliigelprofile in Unter- und 
Uberschallstrémung. 


Von W. Schultz-Piszachich, Wien. 


Zusammenfassung. Da die vorliegende Literatur itber zweidimensionale Tragfligeltheorie 
im Rahmen der linearisierten kompressiblen Strémung nur symmetrische Profile behandelt, in 
der Praxis jedoch der Woélbungseinflu8 des Profils von erheblicher aerodynamischer Bedeutung 
ist, wurde die Geschwindigkeitsverteilung angestellter gewélbter Tragfligelprofile fiir verschiedene 
Mach-Zahlen der formelmafigen Berechnung zuginglich gemacht. Fiir die Ubergeschwindigkeiten 
werden geschlossene Formeln abgeleitet, in welche die analytische Gleichung von ,,Skelett‘* und 
»,lropfen‘ einzusetzen sind. 


Summary. Existing literature treats the two-dimensional compressible airfoil-theory only 
with regard to the thickness of the airfoil. In this report, the influence of both unsymmetrical 
and symmetrical profiles on the velocity-distribution in a compressible flow is calculated. In first 
degree approximations, the velocity-distribution of an airfoil of infinite span may be calculated 
by formulas, if the analytic equation of the general profile, the angle of attack and the Mach- 
Number have been chosen. 


Résumé. Les ouvrages écrits jusqu’ici sur la théorie & 2 dimensions de l’aile porteuse dans le cas 
d’un courant fluide & compressibilité linéaire ne traite que de profils symétriques. Cependant dans la 
pratique lincurvation du profil a une influence capitale du point de vue aérodynamique. C’est 
pourquoi on a déterminé la répartition des vitesses pour des profils antimétriques (asymétriques) 
inclinés. Pour les survitesses on a dérivé des formules directes dans lesquelles on n’a plus qu’é 
introduire l’équation analytique du «squelette» et celle du «profil fuselé». 


Einleitung. 


Das zum Zwecke der Berechnung der kompressiblen Geschwindigkeitsverteilung 
umstrémter Drehkérper mitgeteilte Deviationsverfahren! 1a8t sich mit gleichem Er- 
folg auf die Geschwindigkeitsberechnung umstrémter Tragfliigelprofile anwenden, so 
daB die gesamte zweidimensionale Theorie der linearisierten wirbelfreien kompressiblen 
Strémung mit Hilfe dieser Methode im Zusammenhang abgeleitet werden kann, was 
in dieser Arbeit hinsichtlich der zweidimensionalen Tragfliigeltheorie ausgefiihrt 
werden soll’. 

Es wird ein Verfahren entwickelt, welches die Aufstellung aller einschlagigen 
Formeln zur Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung an beliebigen gewélbten 
Tragfliigelprofilen in der linearisierten kompressiblen Strémung gestattet. Durch 
einen zweimaligen Potenzreihenansatz, einerseits fiir kleine y beztiglich der Umgebung 
des Profils, anderseits fiir den kleinen Profilparameter « wird erreicht, da8 sich das 
Stérpotential in der Umgebung des Tragfliigels oder an seiner Oberflache vollstandig 
aus zwei Grundfunktionen oder Deviationen a und b aufbauen lat, die durch Iteration 
in beliebig hoher Naherung erfaBt werden. Die eine Deviation berechnet sich aus 
der Randbedingung; die zweite 1a8t sich in korrespondierender Naherung iiber die 
Deviationsbedingung ermitteln. 

Die Deviationsbedingung leitet sich aus der Potentialgleichung und dem verschieden- 
artigen Verhalten des Stérpotentials im Unendlichen bei Uber- und Unterschall- 
stromung ab. Sie stellt eine vom Profil unabhangige Beziehung zwischen den beiden 


1 W. Schultz-Piszachich: Beitrag zur formelméBigen Berechnung der stationiren Ge- 
schwindigkeitsverteilung umstrémter Drehkérper im Unter- und Uberschallbereich. Osterr. 
Ing.-Arch. V, 4 (1951). 

2 Fir M > 1 ist die Geschwindigkeitsformel zwar bekannt, aber ihre Herleitung neu. Dabei 
lieB sich die Methode am einfachsten erliutern und zeigen, daf das Deviationsverfahren vom 
Singularitéatenverfahren véllig unabhiangig ist. 
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Grundfunktionen dar, beschreibt die Stromungsart und entspricht der Lésung der 
zweiten Randwertaufgabe der Potentialtheorie. 

Die Geschwindigkeitsverteilung umstrémter gewolbter Tragfliigelprofile wird nach 
der Reihe fiir M >1, <1, =0 ermittelt. Bei inkompressiblen Strémungen wird die 
dargestellte Methode als Iterationsverfahren zur Gewinnung héherer Naherungen 
der Geschwindigkeits- und Singularitatenverteilung benutzt. 


1. Die Geschwindigkeitsverteilung umstrémter Tragfliigelprofile im Uberschallbereich. 


Das Geschwindigkeitspotential der kompressiblen Strémung geniigt der lineari- 
sierten Differentialgleichung 


(1 — M?) ©,, + ©, = 0, (1) 


wenn man die Umstrémung eines unendlich langen zylindrischen Tragfliigels studiert, 
dessen maximales Dicken- und Wélbungsmaf klein gegeniiber der Profiltiefe ist. 


Die Profilgleichung sei in der Form 


y = y («) oder y = en (2) (2) 
gegeben, wo « einen dimensionslosen Profilparameter bezeichnen soll. Innerhalb der 
linearisierten Theorie miissen die betrachteten Profile als schlank (¢ <1, d. h. kleine 
Dicke, Wolbung, Vorderkantenwinkel) vorausgesetzt werden, was durchaus den 
Forderungen des konstruktiven Flugzeugbaues entspricht, also keine praktische Ein- 
schrankung bedeutet. 

Die tibrigen Linearisierungsvoraussetzungen lauten: 1. Ausschlu8 der Staupunkte, 
2. Voraussetzung kleiner Anstellwinkel und 3. Bedingung M + 1. Wegen 1. wird man 
an Stelle der tiblichen Konturen mit runder Profilnase hier Profile mit kleinem Vorder- 
kantenwinkel bei Ausschlu8 der Vorder- und Hinterkante untersuchen. Bedingung 2. 
besagt, daB « von der GréBenordnung « sein oder, wenn die Anblasgeschwindigkeit W 


die Komponenten U und V besitzt, da’ us = tga ~ a, also V<U gelten soll, wobei 


auch der von reiner Queranblasung (. = 5) herritthrende Geschwindigkeitsanteil 


fiir sich untersucht werden kann. SchlieBlich mu8B nach 3. die Umgebung der kri- 
tischen Mach-Zahl ausgeschlossen werden, da die D.-Gl. (1) fiir M = 1 nicht erklart ist. 
Im inkompressiblen Fall gelten diese Einschrankungen 1. bis 3. natiirlich nicht; durch 
Beriicksichtigung der GroBen zweiter Ordnung bei der Ableitung der Potentialgleichung 
koénnte man sich von ihnen weitgehend auch bei beliebiger Mach-Zahl befreien. 

Das wesentlich verschiedene Verhalten des Stérpotentials in Uber- und Unter- 
schall 148t sich leicht analytisch erfassen. Gehen wir von der inkompressiblen ebenen 
Stroémung mit der Potentialgleichung 


Fee mien’ Pax + Py =9 ; (3) 
aus, sO steht dort die Regularitatsbedingung — Abklingen der Stérung in unendlich 
groBer Querentfernung vom Profil — zur Verfiigung, so daf 


3 


— 
— 


yp = de’ (A, cosya + B, siny2z) 


i eae 
die vollstandige Loésung der D.-Gl1. (3) ist, welche das richtige Verhalten im Unendlichen 
zeigt. 
Entsprechend ist offenbar 


— 
iN 


p = Veli A, cosvyx + B, sin 7x) 


iol 
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im Unterschall die zutreffende Entwicklung des Stérpotentials nach den Eigenfunk- 
tionen von 
(1— M?) Gen + Pw = 9, (4) 
welche die Stérung langsamer mit |/1 — M? abklingen und die inkompressible Str6- 
mung (M = a = 0) als Grenzfall mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = oo er- 
kennen 1aBt. 
Ubertragt man die Lésung fiir M <1 formal auf M > 1, so betriedigt 


p= yet V?—1 (A, cosva + B, sin yz) 
v=0 
die Differentialgleichung 
(M? — 1) Gee — Puy = 9 (5) 
und zeigt auch jetzt das richtige Verhalten, namlich die ungeschwachte Fortpflanzung 
der Stérung ins Unendliche. 


Schreibt man die Lésung von (5) in reeller Form mit f? = M?—1>0 


9p. = S'[A, cos» (x —B y) + B, sin» (x — fp y)] 3) 


y=0 
fiir die Oberseite und 


p- = 3'[A, cos» (x + By) + B, sin» (x + By) 6) 


v=0 
fiir die Unterseite des Profils, so erkennt man den Zusammenhang mit der allgemeinen 
Lésung yp, =f (x — fy) baw. y_ =g (@ + By). 

Nach diesen Vorbereitungen allgemeiner Natur werde das Deviationsverfahren 
auf die ebene Uberschallstrémung angewandt, wobei wir zundchst die Oberseite des 
Profils betrachten. FaBt man das Stérpotential @ (x, y) als erzeugende Funktion auf, 
so kann man durch Einsetzen des Potenzreihenansatzes 


p=a(x)+b(x)yt+ec(z)y+d(ay+... (y| <1) 
in die D.-Gl. (5) 
B? Pax — Puy = 9 
samtliche ,,Koeffizienten“ c,d, e, f ... durch a und 6 ausdriicken, so daf ¢ fiir kleine 
die Darstellung 
ves 2» 2v+1 “ 
p=) lee *) (x) Soy + be” (a) PGI (6) 
y= 0 
erhalt. Die Potentialgleichung (5) 148t also zwei Funktionen, die Deviationen a (2) 
und 6 (x), unbestimmt. Umgekehrt ist g am Profil und in seiner Umgebung vollstandig 
bestimmt, wenn man die Funktionen a und 6b kennt, da sich das Stérpotential syste- 
matisch aus diesen beiden Deviationen nach dem einfachen Bildungsgesetz (6) aufbaut. 
Aus (5) leitet man sofort tiber 


0 
(at )y-0= ue =)’ »[— A, sin vx + B, cos » x] 
und 


eae Sate — 6S’ »[—A, sin» + B, cos y x] 


die Deviationsbedingung 
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ab. Nach der Definition des Machschen Winkels  gemaB a = sin w kann man in (7) 


1 : : é 
den Faktor = = tg schreiben. Da somit ein fester Zusammenhang zwischen den 


Funktionen a und 6 in der Relation (7) vorliegt, ist das Problem auf die Ermittlung 
von nur einer der beiden Deviationen reduziert. Denn durch Beriicksichtigung von (7) 


6 =— fa’ in der Entwicklung (6) gelangt man zu dem vereinfachten Ausdruck 
. p = >) (— py a® (2) 4. (8) 
v=0 


Durch Auswertung der Randbedingung 


Been 00 (32) 
eas para =| Af) Wy /y = &n (2) (9) 


1aBt sich nun die Deviation b berechnen, so da8 a mittels (7) und y mittels (8) bekannt 
sind. Die ungestérte Parallelstrémung erfolge unter dem Anstellwinkel « und besitze 
das Geschwindigkeitspotential 


®P=UxtVy=W(«xcosx+ysin «) » W(x+ ay). (10) 

Die resultierende Geschwindigkeit w leitet sich dann aus dem Potential 
P—-D+oy 
ab und ist neben den Entwicklungen 
a (x) = 3" a, (x) &, b (x) = 3’ 6, (x) € 
pe 8) x=0 

in (9) einzufiihren, um den gréBenordnungsmaBigen Vergleich beztiglich «% zu ermég- 
lichen. Man erhalt so neben (7) a’ = — 5 die Naherungen 

Ue A, 


dg = te G = 0, 
nar (os Fav(4 3) 
ante rh 


Im Rahmen der linearisierten Theorie ist a (x)=d) + a,¢ als exakt anzusehen. 
Wegen (2) ergibt sich 


a’ = |a—en' (1 +4) ~ F (a— 9); (10) 


da « von der GréBenordnung ¢ ist, und a = + (~ x — y). 
Damit ist y gemaB (8) vollig bestimmt. Denn durch Hinsetzen von (10) in (8) erhalt 


man zunachst 


Gan ibs Ca =F a ( y 


v=0 vy=0 


Nach Taylor ist aber 


co 


pie (im B yy” et y (x — B y); 


»=0 
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wo y als Funktionszeichen, y (x —f y) als analytischer Ausdruck fiir das Profil im 
Argument x — f y aufzufassen ist, so da das Storpotential in 


p= "Fla (e—B y) —9 (eB WN 


oder verstandlicher in 


=“ laé—y(G)] mit =2—fy (11) 
gegeben ist. Die-Komponenten der Stérgeschwindigkeit berechnen sich demnach.aus 
wuge—-9Ol wo—lb—-7 el. (12) 


An der Oberflache des Tragfliigels geht € in «— Bp y=ax—fen (x) und y (€) in 
y («— By) =en[e—Bey (2)] 
uber. Nach Taylor ist aber 
Fe —B 9) = {n (2) — PE (a) +...) wen (@), 


ebenso 


a(*«—By)=«alx—Pen(x)| > «72, 
so daB das Stérpotential und die Ubergeschwindigkeit am Profil in den Formeln 


p= lee—¥(), w= Flx-¥@] v=—Wla—-y(] (13) 


erfaBt sind. Bezeichnet man den 6rtlichen Anstellwinkel mit ? und benutzt 6 = ctg yw, 
so hat man an der Oberseite des Tragfliigels die Geschwindigkeitskomponenten in der 
einfachen Form? 


“w= Weoteu; v=— We. 


(11) und (12) vermitteln das bekannte Ergebnis, da die Stromlinien innerhalb des 
Machschen Keils parallel zur Profilkontur, auBerhalb dieser Zone parallel zum Vektor 
der Anblasgeschwindigkeit verlaufen. Die Deviationsbedingung, welche die Art der 


Stérungsausbreitung beschreibt, besagt in - = —tgwu zunachst, daB der Vektor der 


Stérgeschwindigkeit an der Profilsehne stets senkrecht zur Machschen Richtung 
steht. Dies gilt aber wegen (12) 


Vv 
aie ee 
auch auBerhalb des Tragfliigels. 
Werden die vorstehenden Entwicklungen mit (5) auf die Unterseite des Profils 
ibertragen, so erhalt man, wenn man zur Unterscheidung von Ober- und Unterseite 
die Indizes + und — benutzt, 


W sa a ae 
u=ta (a 94), % =—W (oF). (13) 


Nachtraglich kann man den Singularitatenersatz des Profils sofort angeben. Auf 
Grund der Bedingungsgleichungen fiir die fiktive Quell-Senken-Verteilung (auf der 
Profilsehne als Belegungslinie) 


fiir die fiktive Wirbelanordnung 


/ 


y (x) = 0 .—@'_, 


° Vgl. R. Sauer: Theoretische Einfiithrung in die Gasdynamik, S. 42. Berlin: Springer-Verlag. 
1943. Daselbst weitere Literaturangaben. 
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fiir das symmetrische 


Yr. =— Yr 
und antimetrische Profil 
Ys eis Ys- 
ergeben sich fiir ein Uberschallprofil die Quellverteilung 
q (x) = 2U Yq! (") = 2 W yy’ (14a) 


und Wirbelverteilung 


y (%) = 2tgu[V —U yg (x)] = 2 W tg yu (x — yg’). (14b) 
Das Deviationsverfahren liefert simtliche Ergebnisse in einem Zuge, was sich bei 
der Unterschallstromung noch starker zeigen wird. 


2. Die Geschwindigkeitsverteilung umstrémter gewélbter Tragfliigelprofile 
im Unterschallbereich. 


Geht man mit dem Ansatz fiir das Storpotential 
p= a(x) +b(x)y+e(x)y+d(xz)y +... 
in die linearisierte Differentialgleichung der stationaren ebenen Unterschallstrémung 
BP Peo + Puy = 0; P= 1— > 0, (14) 
so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich gleicher Potenzen von y die Entwicklung 


2y+1 
P= yy rar acon 0) ¥ 4 92 (a) deem (15) 
y»=0 
Die beiden Deviationen a’ (x) = (1, und 6 (x) = ( las _ sind aus der physikali- 


schen Problemstellung zu ermitteln. 
Erfolgt die Grundstrémung unter dem kleinen Anstellwinkel x, so hat man das 
resultierende Geschwindigkeitspotential 


C= Gp Pp 
der Randbedingung zu unterwerfen, wenn man 
Pacis (x), e<l 
als Profilgleichung und die Entwicklungen 
= d’a,(x)e, b(t) = De (ee 
Ph Oe 2 — a) 

zwecks Koeffizientenvergleich beziiglich der ¢-Potenzen benutzt. 

Dann ergeben sich fiir die sukzessiven Naherungen der Deviation 6 folgende Be- 
stimmungsgleichungen: 

bb =—V; b= 1 (U +4); by = 7 ay + fay”. (16) 

Die fehlende Deviationsbedingung wiirde das b, zugeordnete a,’ liefern. Mit a,’ 
ware b, und mit b, wiederum a,’ bekannt. . 

Zur Ableitung dieser zwischen a und b bestehenden Relation gehen wir von einer 
fiktiven Quell- und Wirbelanordnung auf der Profilsehne als Belegungslinie aus. So- 


wohl das Quellpotential 
+1 


oe = gee |\1 OnE + By? dé (17) 


—1 
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als auch das Potential, herriihrend von einer Verteilung gerader Wirbel (senkrecht 
zur Profilsehne) 
ae ne 
v= — sig |r Oarete fu dé (18) 
Sts : 
befriedigen unsere Potentialgleichung (14), wo t und o beliebige Konstante bedeuten, 
iiber die man zweckmafBig verfiigen kann. 


Die induzierten .Geschwindigkeitskomponenten werden 


etl Sal 
1 q (&) (@ — §) dé : Bry g (€) dé (19) 
ae, re (O== oF pea? hae ade (a — $)2:- Be ge 
aie é —, 
bzw. 
~-+t1, bal 
BY y (&) dé wens B v (€) (w— &) dé (20) 
1. sue (iE) PBR ye ee (a — &)2 + B? y? 
— 1° a 


und ihre Grenzwerte fiir y — 0: 


+1 

1 E) dé B g(a) 19 

(Uq)y = 0 sab ais ; (M)yno= = 45 ) (19) 
1 me p ( yié)ag 

aw & mats 

(u)yao= G3 > )y=0 ars (29) 


Da wir uns in dieser Arbeit nicht mit der Druckverteilung befassen, die ja nach 
der Bernoullischen Gleichung unmittelbar mit der Geschwindigkeitsverteilung 
gegeben ist, werden wir die Konstanten zweckmaBig so normieren, dai die inkompres- 
sible Vergleichsstr6mung um dasselbe Profil erfolgen soll wie in der jetzigen Betrach- 
tung. Wird die Singularitatenverteilung q (x) und y (x) als stromungsmaBiger Kérper- 
ersatz aufgefaBt, so untersuchen wir bei kompressibler und inkompressibler Strémung 
das gleiche Profil, wenn q (#) und y (x) von M unabhangig sind, was mit 

tape ao al: (21) 
erreicht wird. 

Wir haben somit folgende Bestimmungsgleichungen fiir die Deviationen 


+1 
1 d 
tha (ae; 0) == ee +1 rep \ SOS, (22a) 
mal 
B Cy (6) dé 7 
ug.dt, 0) Be = ete f\4es (22b) 


wo die oberen bzw. unteren Vorzeichen und Indizes fiir Ober- bzw. Unterseite des 
Profils gelten. 


Aus (22b) entnimmt man 


+1 
1 : €) dé a 
5 (bs (2) + b_ (m= 6 | OE _ 9 (a), (23) 
Diese Integralgleichung hat die Lésung* a 
2 l1—@ | - lsh ede 
y(e) =— eV t= cy ees: Be (24) 
—1 


4 Fuchs-Hopf-Seewald: Aerodynamik II, S. 67. 
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Ebenfalls aus (22b) folgt 
b, (x) —b_(x) = q (a). 


Durch Einsetzen der b-Ausdriicke erhalt man, wenn man sich der Abkirzungen 


beth, be. 
by - 7 2 ’ bs eo ae 0 ea 
bedient, die Deviationsbedingung 
am Fd 
REO: ett ee hie ee tee aide 1 dé 25 
Soc Vi |b. (5) ie ey ar ae #| be (€) Ge. ee 
—1 —1 


Mit der zweckmaBigen Substitution = cos 9’, (x = cos #) werden die Integrale 
von (25) zu 


aa n 
ie Arr (TE |s.c0) open aw, 
es ae p n i ay 
Jp= \° () SS % —| bp 8) oF cag 
a ov 
die sich oft mit der niitzlichen Formel 

| a Ree nee se (26) 
a sin n & 


bequem auswerten lassen. Die Riickiibersetzung der entstehenden Ausdriicke ane 


in Polynome (n — 1)-ten Grades von 2 erfolgt gemaB 


sin 3 
See Signe = 3 
sin 20 : ; sn 3h / 
S.= sin = 22; Ss = aaa =—144 2; 
si in 5d 
Cae ae — 471823; ees ae — 1]—124¢2 + 16 2! usw. 
Wir hatten nach (16) 6, = — V und erhalten tiber (25) 
‘iw? 
In der linearisierten Theorie wird b; = ¢b, = W y’ (x) und mit (25) 
co A Ameer 
: W. fj Le 1+é dg an 
rat) =f \ {4 Tae Ys OS at Tee ee, 
—=t 
wenn man die Eigenschaften des symmetrischen Profils (,, Tropfen’ ‘\ Yn re — Yp_ 


und die des antimetrischen Profils (,,Skelett’‘, Wolbungsform) ys, = + Yg— beriick- 
sichtigt. Nunmehr sind die Deviationen in 


+1 a 
oi ee egal a Wed bee a oe Pile Se dé 
7 ea eee @y ist go—6& F 1 (i, cee 
a (28b) 
und b.. (7) =.W (y’ — «) (28a) 


16 


Ingenieur-Archiy V, 3. 
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gegeben und die Komponenten der Stérgeschwindigkeit nach (15) bekannt 


é ~ v » 2y+ gar v eae 

eo 1) B ja D (a) eaeeit se ey (x) (Qv+ a (29a) 
v=0 

op \ i » 2” = Ue Cana (2 y2 

ue [a (a) EA +.0% (a) r]- (29h) 


Mit den Deviationen ist auch die Singularitatenverteilung 
q(#) = by (x) —b_ (x) und y (x) =a’, (2) —a’_(@) 
unmittelbar gegeben. Man erhalt die Quellverteilung 
q (x) = 2 W yp’ (2) ; (30a) 
und die Wirbelverteilung 


pe fa. rere 
y (0) = 2% Vrs |* a |i yee z=s} (30) 
—1 


so daB sich die Ubergeschwindigkeit fiir beliebige y aus 


+1 
1 (e— Eq (&)+ BP yy (&) 
Cee eee | (Eee pay dé, 
cS (31) 


+1 
B yq(é) + (E— 2) y (&) dé 
(2— ©? + By? 
iL 


mit gq und y gemaB (30) berechnet. 

An der Oberflaiche des Tragfliigels ergeben sich im Rahmen der linearisierten 
Theorie die einfacheren Formeln u = a’ (x), v = 6b (x) nach (28a) und (28b), da a’ und 6 
bereits von der GréBenordnung « sind. 


3. Die inkompressible Vergleichsstrémung um gewodlbte Tragfliigelprofile. 
Durch die Normierung (21) wurde erreicht, daB die inkompressible Vergleichs- 
strbmung (6 = 1) um dasselbe Profil wie in der kompressiblen Betrachtungsweise 
erfolgt. Da die inkompressible Strémung exakt von der Laplaceschen Differential- 
gleichung 4 ® = 0 erfaBt wird, werden die Linearisierungseinschrankungen hinfallig. 
Wir kénnen also Profile mit runder Profilnase bei beliebigem Anstellwinkel (Fe U) 
untersuchen, was zweckmafig in elliptischen Koordinaten geschieht?. 
Der Zusammenhang der Cartesischen Koordinaten x, y mit den elliptischen 4, 
ist eindeutig in : 
% == Cp) 7 cs) 15. Os. Avaios. 
y= SindAsn 3d; Of 0524 
gegeben. Fiir kleine y bzw. A gelten die angenaherten Beziehungen 
Li COS Da = fain (32) 
24 = const sind Ellipsen mit den Brennpunkten 2 = or 
% = const stellen halbe Hyperbelaste dar, die auf der 2-Achse entspringen. Ins- 


besondere ist 2 =0 die doppelt zu durchlanfende Strecke zwischen 2 = + 1, deren 
Oberseite durch 0 S$ # <a, deren Unterseite durch a = & = 22 definiert ist. Die 


(32) 


’ Vgl. W. Schultz-Piszachich: Uber eine potentialtheoretische Methode zur Berechnung 
der Geschwindigkeitsverteilung umstrémter Kérper. Dissertation Universitat Wien, 1947. 
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Winkel # und 22 — @ bestimmen zwei iibereinanderliegende Punkte der Ober- und 
Unterseite dieser Strecke, die wir als Profilsehne wahlen. 

Die Potentialgleichung erhalt in den neuen Koordinaten die einfache Form 
Pas + Yoo = 9. (33) 
Fiir kleine 4 werde ihr der Ansatz 
y= a(A+b(@A+c(@#P+d(9) B+... 
unterworfen, wobei die Entwicklung 
ce q2r q2r+1 
a __4y\y (2) Ace MS (2 7) pe Me 
Cea!) E OO) aa (34) 
gewonnen wird. 
Bei Beriicksichtigung der Regularitatsbedingung (g,_,,, =0) hat man als voll- 
standige Lésung von (33) 


g = DSe—" (A, cos n 0 + B, sin n 0). (35) 


n=1 


Die Deviationen a’ (#) und b (8) (die von den Funktionen a’ (x) und 6 (x) des vorigen 
Abschnitts zu unterscheiden sind) werden 


b (8) = (4 =} —n (4,08 nd-+ B, sin n #) 


BO. eat 
und 


t é I ‘ 
a (ales a sin 2? + B, cos n #). 


Die Fourier-Koeffizienten A,, B, kann man durch 6 ausdriicken und in die Reihe 
fiir a’ einsetzen. Man erhalt so die Deviationsbedingung in der Form 
- (o—8 ee 64 sin 8 
; iL i sin (@ — 0”) ; 7, sin sin @ oo 
aes aes (3) 1 — cos (8 — 8’) ae = 22 \! (8) cos 3’ — cos & dd 


0 0 


oder mit 
2b, = b (0) — b (2a — 9B), 2 bs = 6(0) +6(2a2—%), 
5 1 + cos &” dy sin } dy’ 


a (3) = 1 \». Ce) sin® cos —cosd cae \>, (3) ‘cos # —cos 0° 
0 0 


Die unter dem Anstellwinkel « erfolgende Anstrémung besitzt das Geschwindig- 
keitspotential 


@=UxtVy=W (cos « Gof Acos & + sin « Gin Asin 9), 


wahrend die resultierende Geschwindigkeit w sich aus dem Potential ® =P+ oy 
gemaB 

i o® 3 J o@ 
1 VGintA+sin?9 04° o VSine2A+ sin?o 0 


Ww 


ableitet. Durch Auswertung der Randbedingung 
o@ 1 gy (2 
(rhe mee eee A’ (3) ( ao ie e A’ (9) 
mit 2 =« A (0) als Profilgleichung in elliptischen Koordinaten gewinnt man sukzessive 
16* 
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Naherungen fiir die Deviation 6, wenn man die auftretenden Ausdriicke nach Potenzen 
von ¢ entwickelt, namlich 
a(9) = Ya, (9), 6(9) = Yb, (9) &%, Gine A und Gofe A: 
10) x=0 


Die ersten Naherungen werden 


Bo ic 
b=—Vsind; b, = — Ww [A {sin (9 — x) + sin «}]; be = gg (a1’ A) usw. 
Uber die Deviationsbedingung sind die korrespondierenden a’-Naherungen zu_be- 
rechnen. Es wird a,’ = — V (1 — cos #), wahrend die weiteren Iterationen erst nach 


Vorgabé der speziellen Profilform ausfiihrbar sind. 
Als resultierende Geschwindigkeit an der Tragfliigeloberflache 
w =|/ we? + w? Ve + 2A wy 
ergibt sich nunmehr die Formel 
1 . ¢ r , 
i“ V Sin? A + sin? & {Ko W ae —) sine] ee + aye K, Oy re 
2 , 

+ by A— & W sin (0 — «) —4 W [sin (9 — a) + 8in al] +e... +..1° 7) 
Die hinzugefiigten Konstanten K,, K,, K,, ... sind auf den bekannten Umstand zu- 
riickzufiihren, da8 der Potentialstromung eine konstante Zirkulation J" zu tiberlagern 


: ep uy Es : : ei: a 
ist, welche das Zusatzpotential Sane = @yliefert. Die Deviation = (op + v0) Mees b(#) 


bleibt hierbei ungeadndert, wahrend man beziiglich a’ (#) das Glied ( & ), Mae — = 
hinzufiigen muB, so da die vollstandige Deviationsbedingung 


r in (8 — & 
a’ (8) = ss b (8) — ap aya” +0, 


lautet. Diese Konstante ist bei jeder Naherung zu beriicksichtigen, was in (37) 
geschehen ist. C laBt sich leicht aus der Staupunkts- oder Abflu8bedingung bestimmen, 
was am Beispiel eines elliptischen Profils gezeigt werden soll. 

Das elliptische Profil 2 = « besitzt die Halbachsen Coj ¢ und Gin ¢ und die relative 
Dicke 6 = Ig ¢ =e. Setzt man die sukzessiven Deviationsniherungen 


b = — V sin 9, ay = — V (1— cos 8), 
b, = — W cos(@— a), a,’ = — W [sin (8 — x) + sin a], 
b, = by, As’ = ay’ 


in (37) ein, so folgt in zweiter Naherung 
ai {sin (9 — a) +sin « + Ky + e[sin (0 —a) + sin « + Ky] + 
+ 2 [5 sin (®— «) + sin« + K, \ 


W 
Wo Gin? 1 + sin? 6 


Soll der zweite Staupunkt zur Erzeugung glatten Abflusses am Ende der groBen Halb- 
achse (} = 0) liegen, so haben wir die Bedingung w (0) = 0 durch entsprechende 


Konstantenbestimmung, namlich Ky = 0, K, = 0, K, = — $ sin « zu erfiillen. 
Damit wird die resultierende Geschwindigkeit an dem elliptischen Profil 2 = ¢ zu 


(ite+$t+....] (38) 


w sin (® — x) + sin a« 
W V Sin? A + sin? 6 
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in Ubereinstinmmung mit der strengen Formel®, wo e° an Stelle der Anfangsentwicklung 
Tte+ = zu setzen ist. 

Fir Profile mit dem Hinterkantenwinkel K = 0 (Juokowsky-Profile) werden 
die Konstanten simtlich zu Null. Denn fiir diesen Profiltyp ist an der Hinterkante 


% = 0 auch A (0) = 0, womit 6, (0) = 0 (n = 1, 2,3, ...) und a,’ (0) = K, folgen. 
Soll der hintere Staupunkt an der Stelle & = 0 liegen, so muB 


1 
/Gint 2+ sin? & 


2A Q) i=, 0 == (Ko te K, +2&K, + <.) 


pelten; id. hi. Ke. 
An der Profilnase 9 = x wird die Geschwindigkeit nach (37) 
2V_,_ ay (2) 
SAMs Ee Ailet) 
geht also mit ¢ — 0 gegen oo, wie es fiir Profile mit verschwindendem Vorderkanten- 
winkel sein mu. Aus (37) erkennt man, daB sonst nur Geschwindigkeiten endlicher 
GroBe auftreten. Fiir die Ellipse wird die Geschwindigkeit im vorderen Scheitelpunkt 


1 
ee) meno (1 a =). (40) 
Die Abszisse der Profilnase wird allgemein 


x (x) = —Ooj A= — 1 — 


w (x) = — (39) 


22 (xt) R 

pea ls, (41) 
wo & den Nasenradius des Profils bedeutet. Da diese bekannte Bedingung’ bei Be- 
nutzung elliptischer Koordinaten von selbst erfiillt ist, erfolgen Untersuchungen an 
der Profilnase zweckmaig in diesen Koordinaten. 

An der Hinterkante (# = 0) konvergieren die Entwicklungen dieses Abschnittes 
nur fir Profile mit dem Hinterkantenwinkel K = 0 oder K = a, was an der Benutzung 
elliptischer Koordinaten liegt. Durch Verwendung von Kreisbogenzweieck-Koordi- 
naten kénnten auch Profile mit beliebigem Hinterkantenwinkel in dieser Weise be- 
handelt werden. 


4. Anwendung des Deviationsverfahrens als Iterationsverfahren. 
Die Singularitaétenverteilung umstrémter Tragfliigelprofile. 
Die folgende Diskussion der einzelnen Deviationsnaherungen soll einen tieferen 
Einblick in die Strémungsverhaltnisse vermitteln. 
Behandelt man die inkompressible Stromung in Cartesischen Koordinaten und 
unterwirft die Entwicklung fiir das Stérpotential g gemaB (15) 


= DSS (— 1)’ 
v=0 


der Randbedingung, so kénnen ab n = 2 die b-Naherungen mittels der Rekursions- 
formel 


ea 
a9 (2) Sr + 18 (a) Boa 


Daal 
d Bee el) qed 
Pesteral 2 (=) & —oy—1(*) Tay 4-a)1 a 
nse (42) 
y 1(2»% +1) i Se 
=e ‘ (oe 1) b, ay —2 (*) (Qv + 2)! 
y=0 


6 Durand: Aerodynamic Theory, Vol. 1, B VIII 4. Berlin: Julius Springer. 1934. 
7 Vgl. Helmbold-Keune: Beitrage zur ene: Luftf.-Forschg., Bd. 20, Lfg. 5. 
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ad , 
(n = 2,3,...) neben b= —V, bj = 77 (0 y = 4a, )} (43) 
erfaBt werden. 

Um von einer bekannten Naherung b,,, @m’ zur nachsthéheren bm 41, Om +1 ZU ge- 
langen, hat man b,,,, nach der Rekursionsformel (43) und das korrespondierende 
@'m+, nach der Deviationsbedingung 

1 +1 


— 
‘ 1 1 oF 1 =e edé 1 MEE 
#25) Sey F\ (0 ae i 
ile = 


zu berechnen. Damit ist das Iterationsverfahren eindeutig festgelegt, nach dem die 
Geschwindigkeitsverteilung bis zu einem beliebig hohen Naherungsgrad (e”) mecha- 
nisch ermittelbar ist. 

Die roheste Naherung (nullter Ordnung) 


‘ oy, 
b= —V, Wo+= +V/ i= 


t 


Q=by—bi, y= a. ae 


/ 


fiihrt wegen 


auf die Quell-Senken- und Wirbelverteilung 

% = 9, iden. 

= aN Va. (45) 
Das ist der bekannte Singularitatenersatz der ebenen Platte (y= 0, —lsSa= +1, 


z= 2) nach Birnbaum®. 
In der ersten Naherung 


d = , d ry aI dae a 
be O yet 9p ot) aol eS Vis tes) 


werde das Profil y = y (x) in seinen symmetrischen und antimetrischen Anteil zer- 


leet y = ¥7 + Ys. Das symmetrische Profil hat die Eigenschaft yp, = — yp_, wahrend 
die Woélbungsform der Bedingung ys, = y¥g_ gentigt. Demnach wird 
d = = 1—a 
ar = br, b= 2 2 (Un + Vis V 452). (46) 


Der erste Summand von (46) bedeutet die bei Langsanblasung (« = 0) auftretende, 
von Féttinger® gefundene Quelldichte, welche proportional zur Querschnittsinderung 
des umstrémten Tragfliigels ist. Der zweite Summand von (46) ist die von Keune” 


>) von Skeletten auftritt. 


Die Wirbelverteilung berechnet sich nach (24) aus der auf Ober- und Unterseite 


gefundene Quellverteilung, die bei der Queranblasung (« = 


gleichen Normalgeschwindigkeit v = = (6, + b_). Diese wird in erster Naherung 


= d 2 _—7 zs 
vy =<4{(v Yr eae uu 7s) (47) 
Der erste Summand von (47) fiihrt auf die von Keune berechnete Wirbelverteilung 


der Queranblasung des Tropfens, wahrend der zweite Ausdruck von (47) aus der 
Birnbaumschen Theorie der Skelette bekannt ist. 


* Birnbaum: Die tragende Wirbelflache als Hilfsmittel zur Behandlung des ebenen Problems 
der Tragfliigeltheorie. Z. angew. Math. Mech. 8, 290 (1923). 

° Fottinger: Fortschritte der Strémungslehre im Maschinenbau und Schiffsbau. Jb. Schiffs- 
bau-Ges. 1924, 295. 

** Helmbold-Keune: Beitrage zur Profilforschung. Luftf.-Forschg. Bd. 20, Lfg. 1, S. 1; 
Lfg. 2, 8. 81; Lfg. 3, 8. 152; Lig. 5, S. 192; Lfg. 6, S. 196. 
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(46) und (47) wurden in zahlreichen verschiedenen Abhandlungen ermittelt, wahrend 
das Deviationsverfahren diese Resultate in einem Zuge liefert und dariiber hinaus 
die mechanische Berechnung héherer Naherungen gestattet. 

Da sich 6, (n =1, 2,3, ...) stets als Differentialquotient schreiben laBt, gilt all- 


gemein O wy’ ds =0, wobei das Integral iiber eine die Belegungslinie umschlieBende 


() an 
Kurve (C) zu erstrecken ist und w,’ die Normalkomponente der Ubergeschwindigkeit 


beziiglich (C) bedeutet, d. h. die Summe der Quellen ist gleich der Summe der Senken. 
Das ist einfach die notwendige Bedingung dafiir, da die Verdrangungsstrémung 
das Profil als geschlossene Stromlinie enthalt. 


Die hoheren Naherungen der Singularitaétenverteilung sind mit 
In = On+. > a One Vai On. as Cae 


tiber (43) und (44) gegeben. In zweiter Naherung erhalt man als Komponenten der 
Ubergeschwindigkeit am Profil 


Tig 
2 


U = Ay +4; + az + by ¥—a” 
v = by + b; + by, — (% 4- Gz") ¥. 


(48) 


Die fiir (48) erforderlichen Deviationsniherungen werden durch Iteration ermittelt. 
Man hat zunachst 


ete 
bop = — V5 og yk VY ee 


ae _7 
Oi de a. G = VV vee) 
Zur Auswertung der Deviationsbedingung bendtigt man die Ausdriicke 
eee ae Oe te 

2 


und 


die in erster Ordnung nach (47) und (46) die Form 
Ss d ~ ,/l—ax ms 
b=, = 2 (Vac) 1 + U Gs) 
und Bieta 
qI d = a l—z 
orp -£- 4 (0% ae Vis 45) 


erhalten, womit a,’ bekannt ist. Es ergibt sich nach (44) 


mit 


Jr (#) = ie IV (8) ey + Uys | Vite te 


und somit die Wirbelverteilung der ersten Naherung 


; ; A ae 
y=, — ay = 2 Fee Tre (a), (49) 
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da ae : 2 
In zweiter Naherung war b7;+ = g, (Y¥+% 1+), 80 dai sich iiber 


= 1d [= 1/i—ax 3 
Oho Unt = oa gies Tz (%) + Ys Ira (2) ? 
und SER (50) 
Vara 2 1—a@ 
bing = = =F dp (Yr ire (%) + is 42 J1a(0) 
a'z, berechnen lat. Mit den neuen Abktirzungen 
+1 <t rq 
1—é A = aa g 
Jira (2) -\4 Go) te Ire 8) +95) Seo Ol) Pee Soe 
—1 
und 
1 * 
a 7 1—& 
Tire (%) = | de |r (6) Ira (S) + Ys (5) // Tae a 
en 
erhalt man 
/ «wa OT ae 1s 51a) 
Cpe = Se Se V4 ee J ir a(%) + >a 1p () (5la 
und die Wirbelverteilung der zweiten Naherung 
2)/1—a 
tee eit Ga (51b) 


Damit ist die Geschwindigkeitsverteilung dieser Naherung véllig bestimmt. Ent- 
sprechend erfolgt die Berechnung héherer Naherungen durch Iteration. 


(Dingegangen am 31. Oktober 1949.) 


Uber den Trigheitspol des eben bewegten starren Systems und die 
Tragheitspolkurve des zentrischen Schubkurbelgetriebes. 


Von Karl Federhofer, Graz. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Tragheitspolkurve entsteht als Ort der Tragheitspole eines kontinuier- 
lich bewegten ebenen Systems. Der vom Schwerpunkt einer ebenen Scheibe aus gemessene Orts- 
vektor des Tragheitspoles ist durch Drehpol, Wendepol und Triagheitshalbmesser vollstindig 
bestimmt. Fir die Koppel des zentrischen Schubkurbelgetriebes kann die Trigheitspolkurve 
mit groBer N&aherung durch eine Gerade senkrecht zur Koppelachse ersetzt werden, auf der inner- 
halb eines bestimmten Bereiches die Tragheitspole fiir den vollen Umlauf der Kurbel liegen. 


Summary. The inertia pole curve presents the locus of the poles of inertia of a plain system 
in continuous motion. The locus vector of the pole of inertia, measured from the center of gravity 
of a plain disc, is entirely determinate by the centre of rotation, the turning pole and the radius 
of inertia. For the coupling of a central crank mechanism, the curve of the poles of inertia can 
be substituted with a good degree of approximation by a straight line normal to the coupling 
axis, the poles of inertia for a total turn of the crank laying on it within a certain reach. 


Résumé. La courbe des péles d’inertie représente le lieu géométrique des poles d’inertie 
d’un systéme plane en mouvement continu. Le vecteur de lieu du pdle d’inertie, mesuré du 
point de gravité d’un disque plane, est déterminé définitivement par le centre de rotation, le 
pole @inflexion et le rayon dinertie. Pour le couplage d’un mécanisme centré 4 manivelle, la 
courbe des pdles @inertie se remplace avec bonne approximation par une ligne droite et 
perpendiculaire 4 l’axe de couplage; dans une certaine zone les péles d’inertie pour un tour entier 
de la manivelle sont situés sur cette ligne. 
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Einleitung. 


Bei der graphodynamischen Untersuchung ebener Getriebe kommt den Tragheits- 
polen der einzelnen Getriebeglieder eine besondere Bedeutung zu, denn sie sind die 
Mittelpunkte jener geradlinig begrenzten Kraftbiischel, welche die Systeme der 
Tragheitskrafte der Getriebeglieder kennzeichnen. 

Fiir ein um ein festes Gelenk drehbares Glied liegt dessen Tragheitspol im 
Schwingungsmittelpunkt dieses Gliedes, fiir ein nur translatorisch bewegtes Glied 
fallen Tragheitspol und Schwerpunkt zusammen. Im allgemeinen Fall eines eben 
bewegten Getriebegliedes stehen einfache Verfahren zur zeichnerischen Ermittlung 
des Tragheitspoles zur Verfiigung. Fiir gewisse Sonderlagen des Getriebes liefern 
aber diese Verfahren infolge schleifender Schnitte von Konstruktionslinien ungenaue 


_ Ergebnisse oder sie versagen, wenn die Pole der Bewegung (Drehpol, Wende- und 


Beschleunigungspol) auBerhalb der Zeichenflache liegen. 

Fir diese Falle und auch fiir Kontrollzwecke ist die rechnerische Festlegung 
der Lage des Tragheitspoles erforderlich. Ich gebe hierfiir in (1) eine einfache Formel 
an, mit der auch der Ort aller Lagen des Tragheitspoles eines Getriebegliedes fiir den 
Gang des Getriebes — die Tragheitspolkurve — im bewegten und festen System 
festgelegt ist. Diese wird in (3) fiir das einfachste und praktisch wichtigste Getriebe, 
die zentrische Schubkurbel, vollstandig entwickelt; es wird gezeigt, daB die Tragheits- 
polkurve in der bewegten Pleuelstange hinreichend genau durch eine zu ihr senkrechte 
43° 
eC: 


1. Der Ortsvektor rp des Tragheitspoles 7’. 


Seien in Abb. 1 P der augenblickliche Drehpol, J der Wendepol einer Scheibe 
mit dem Schwerpunkte S, dann geht die Wirkungslinie der Tragheitskraft T, die dem 
auf dem Wendekreise gelegenen Beschleunigungspole G ; 
zugeordnet ist, durch den Schwingungsmittelpunkt G* der 
in G drehbar gedachten Scheibe; daher ist 


von ihrem Schwerpunkte dargestellt werden kann. 


Gerade in der Entfernung 


sq* = = 

SG 
mit tg als Tragheitshalbmesser der Scheibenmasse m be- 
ziglich S. Da © =— mbzs, wo bg die Schwerpunkts- 


beschleunigung ist, so ist T parallel zu J W, wenn W den 
zweiten Schnittpunkt der Geraden GS mit dem Wende- 
kreis bezeichnet. Wandert G auf diesem, womit die bei 
festem J und P méglichen co! Beschleunigungszustande der 
Scheibe erfaBt sind, so schneiden sich die Wirkungslinien der Abb. 1. Konstruktion des 
zugehorigen oo! Tragheitskrafte I im Tragheitspole 71. Tragheitspoles T einer Schei- 
Dieser ist daher ein durch die Lage der Punkte P,J,S be bei gegebenem Tragheits- 
fs é halbmesser 7g und bekannter 
und durch 7, vollkommen bestimmter Punkt des bewegten Logd: deruPankiel Bh 8. 
Systems. 
LaBt man @ mit J zusammenfallen, so ist nach vorstehendem die Gerade J S 
die Wirkungslinie der Tragheitskraft, also Ort fiir den Punkt 7. Fiir die Sonder- 
lage G=P geht die zugehérige Tragheitskraft durch den Punkt P*, der durch 


[oh i iiee s bestimmt ist und es ist ihre Wirkungslinie parallel zu W* J, also senkrecht 


zu PS. Demnach ist der Tragheitspol 7 als Schnittpunkt der den beiden Sonder- 
lagen von G entsprechenden Tragheitskrafte festgelegt durch 
ST = ae ag a * (1) 
cos 0 SP cos 6 


242 K. Federhofer: 


Bezeichnen tp, ty, ty die vom Aufpunkte S gemessenen Ortsvektoren der Punkte P, 
J, T (Abb. 2), so ergibt sich zufolge (1) 


4g? 
tp=—Ty per (2) 
oder mit D — PJ als Durchmesser des Wendekreises 
; 248° zs; 3 
Up = Vy D? —(r p+ 1p?) (3) 


Sonderfalle. a) Fiir alle Lagen des Schwerpunktes S auf dem Wendekreise ist 
tp | ty, somit nach (2): tp =co; der Tragheitspol liegt unendlich fern in der 
Richtung S J und es ist die Gerade S J Trager der sich deckenden Wirkungslinien 
der co! Tragheitskrafte. 


Abb. 2. Die Ortsvektoren 

tp, tj, t7 in bezug auf 

den Schwerpunkt S einer Abb. 3. Drehpol P, Wendepol J und Tragheitspol T der zentrischen 
Scheibe. Schubkurbel. 


b) Alle Schwerpunktslagen, denen als Tragheitspol der Wendepol J entspricht, 
sind wegen rp = r,, bestimmt durch rp-r; = — ig?; der Ort dieser Schwerpunkte 
ist hiernach ein zum Wendekreis konzentrischer Kreis vom Halbmesser 


yey 


2. Fiir die zwanglaufig bewegte ebene Scheibe sind der Drehpol P und der Wende- 
pol J durch die Art des Zwanglaufes bestimmt und sie kénnen nach bekannten Ver- 
fahren ermittelt werden. Mit den damit bekannten Vektoren rp und r,, die nur von 
einem die jeweilige Lage der Scheibe kennzeichnenden skalaren Parameter abhangen, 
stellt Gl. (2) die Vektorgleichung der Tragheitspolkurve im bewegten System dar, 
wahrend durch @ =8 + rg jene im festen System gegeben ist, wenn 3 den Ortsvektor 
des Schwerpunktes S in bezug auf einen festen Aufpunkt bedeutet. 


3. Die Tragheitspolkurve des zentrischen Schubkurbelgetriebes. 
Sei nach Abb. 30 .A =r die Kurbel, » ihr Drehwinkel aus der rechten Totlage, 
A B =1 die Lange der Pleuelstange und + == 4, 
In der Kurbellage y ist der Drehpol P festgelegt durch die Koordinaten 


OR — r Sine + A) Pp ae 
OB=r— ng und BP — OBtg¢. (4) 
Wegen 
snf =Asing und cosB =)/1— ?#?sin?o = 4, (9) (4) 
ist 
OB =r & + cos ) BP = ‘(ae tem + sin 0). (5) 


+ K. Federhofer: Mh. Math. Phys. 38, 123 (1931). 


Uber den Triigheitspol und die Tragheitspolkurve. 243 


Die Verbindungslinie der Kriimmungsmittelpunkte der Bahnen der Systempunkte A, 
B schneidet die Gerade A B in OC; nach dem Satze von Bobillier ist die Polbahn- 
tangente ¢ festgelegt durch die Gleichheit der Winkel 


CPA. b Pi «: 


Da sich der Kreuzkopf B geradlinig auf O B bewegt, so liegt der Wendepol J im 
Schnitte der Polbahnnormalen mit der Geraden O B, so daB 


BJ =B Petg «. 


Mit . i 
i=) PB ist CE cen rine Ne 
somit L 4 te Pete 
ote = Lt te Pots 
tg & — et 
oder wegen ees Pee 
tg Ore a Baie, GOEL TSE Y 


P—OC %,—Acosy 


M1 


ee Asin 7 cos? p 


tg @. 
Hiermit wird 


wobei 
1 


Ae aelvagevine Nha OP fen, COS! (6) 


Mit s =S B als Entfernung des Schwerpunktes S der Pleuelstange von B ist 
$87 Bye 2s-BJ yy, 
re =2+ BP?—2s-BP ising; 
da D? = BJ? + B P?, so berechnet sich der Nenner in Gl. (3) zu 
28(BJ x, + BP Asin 9) — 2s 
oder mit Beachtung der fiir BJ und B P geltenden Ausdriicke (6) und (5) nach einigen 


e § 
Umtformungen und mit o =~; 


2 2720 
De (73? =f rp”) ~~ 42 cos? p ae tA (1 ae ) cos? @]. 
Hiermit wird nach Gl. (3) 
is? 22 cos? p Vo? + X22 — 26 x1 Xp 2 


[r2| ro [x3 + A(1 —@ A) cos? G] 


—> 
Bezeichnet y den Winkel von rz mit BS, so ist 


. _ BJcosB—s sin y — bY sinb 
COLE aaeelepitian TG ty ory 
oder 
105 5 Asin 
cos y = Hida in y fs s 


aes P) 
Vo? + 1927 —20%1 Xe Vo? + 4%? — 20% Xe 


hiermit ergeben sich die Koordinaten des Tragheitspoles 7’ in bezug auf das durch S 
gelegte (, 7) Achsenkreuz (Abb. 3) mit 


23 is? X%1 (412 + 4% cos? y — J? sin* 7 cos? gy) — o J? cos? p 

Eg = 1p COs p = — o [43 + 4(1— A) cos? g] ’ (7) 
Bee i" is? Asin y (x)? + A x, cos’ p — 2? sin? ¢ cos? ¢) | 

nr = Tr siny = — o [x2 + A(1 —@ A) cos? ¢] 
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Die Lage des Tragheitspoles der Pleuelstange ist hiernach abhangig vom Kurbel- 
winkel y, vom Langenverhaltnisse 1 der Pleuelstange zur Kurbel und von dem die 


§ 
Lage des Schwerpunktes S der Pleuelstange kennzeichnenden Parameter o =~. 


l 
Mit der Annahme eines in Stangenmitte liegenden Schwerpunktes, also s => 


(demnach os - = ; 3 = x und fiir einen vollen Umlauf der Kurbel (py von 


0 bis 360° zunehmend in Schritten von 10°) ist die Abhangigkeit der Koordinaten é7, 


np von A fiir A => = a aus den Zahlenangaben der Tab. 1 zu ersehen, welche 


die zugehérigen homogenen Koordinaten 
SP 0b, opel i Hite ok 


late Fae i i ei ons 
enthalt. 
Tabelle 1. Homogene Koordinaten £7, n7 des Tragheitspoles 7: 
— 3 ee ntissr ee oe 1 oe 1 
eee Rie isthe’ a tir s =>, das heibt: o —>;. 
Kurbel =}, Aime te A= 15 
winkel ae = act =a = — — 
oe ae nT 4: max eT nT 4: Nmax eT nT 1: Nmax 
0 2°0000 0 fier) 2°0000 0 0 20000 0 0 
10 1:9925 0°394 0°1859 19975 0°378 0°1849 19994 0°363 0°1806 
20 1°9732 | 0°764 0°3603 1:9909 0:736 0°3603 1:9978 Orrell 0°3537 
30 1:9502 1:092 0°5147 1:9833 1-059 0°5187 1°9960 1031 0°5129 
40 1:9341 1371 | 0°6461 1:9783 1°339 0°6561 1:9948 1313 0°6532 
50 1°9329 1605 | 0°7568 1:9782 1575 0:7716 1:9949 1:553 0°7726 
60 19479 1°804 0°8503 1°9832 1767 0°8654 1:9960 1°746 0°8687 
70 eo Fale 1:966 0°9269 1:9909 1913 0°9370 19979 1-890 0°9403 
80 1:9925 2:079 | 0°9801 HES SI 7Hs) 2°008 0°9835 1:9994 Uy 0°9846 
90 +0000. 41 9 2:421 "ot 2°0000 2°041 1 2°0000 2°010 1 
100 1:9929 | 2:076 0:9785 9977 2°006 0°9825 1:9994 1-978 079841 
110 19774 1941 0°9150 1°9920 1°898 0:9297 1:9980 1°882 0°9363 
120 19615 1°730 0°8157 1:9860 1:723 0°8441 19964 1:724 0°8577 
130 1:9529 1466 0°6909 1°9823 1°493 0°7313 1:9954 1°512 0°7522 
140 1:9547 1171 | 0°5521 1°9825 1°222 0°5988 1:9954 1255 0°6244 
150 1:9659 0°868 0°4091 1°9866 0°927 0°4543 19965 | 0-966 0°4806 
160 1:9815 0°569 0°2683 1°9927 0°621 0°3040 1:9980 | 0°654 0°3254 
170 1:9948 0°281 0°1323 19979 0311 0°1521 19994 0°330 0°1642 
180 2°0000 0 0 2:0000 0 0 200000 0 
Nach (7) ist : 
Ep (py) =ér (2%—), nr (vy) =— np (2% — @). 


Die Werte &p erweisen sich gegeniiber Anderungen des Kurbelwinkels » und des 
Parameters 4 fast villig unempfindlich, eine zeichnerische Darstellung ihrer Anderungen 
im gleichen Mafstabe wie jene der sehr mafSgeblichen Anderungen von 7 mit @ 
und / ist nicht méglich; hiernach kann die durch die Koordinaten £7, 7p bestimmte 
Tragheitspolkurve fiir die zentrische Schubkurbel hinreichend genau durch eine 


47 : 
die den 


Gerade senkrecht zur Pleuelstange in der Entfernung &, Pe 


Be 3 5 
Sonderwerten von é, fiir y=0, a I, a 22 entspricht, ersetzt werden. Auf dieser 


Geraden liegen innerhalb des Bereiches -+ ee Fees 
ro V~1—2 


3 : c 
+) die Tragheitspole fiir alle Kurbelstellungen von y =0 bis 22. 


(gleich Ninnex fiir p => und 


Uber den Triagheitspol und die Tragheitspolkurve. 


In Abb. 4 sind diese den Werten 2 => a 7 


lelen Geraden mit den Bezifferungen der Kurbelwinkel dargestellt; fiir 


entsprechenden paral- 


dazwischen liegende Werte von ¢ und 2 ist hiermit einfache Interpolation 


zur Gewinnung der entsprechenden yp méglich. Die Tab. 1 enthalt auch 


3? = a entsprechenden Zahlenwerte 
Zur Feststellung des Kinflusses der Schwerpunktslage der Pleuelstange 


die den Annahmen 2 


auf die Lage des Tragheitspoles wurden dessen Koordinaten £7, 77 unter 


Zugrundelegung eines mittleren 4-Wertes gleich = mit der Annahme 


6 
den Kurbelzapfen hin verschoben) fiir einen vollen Umlauf der Kurbel 


s =2) (Schwerpunkt um aus dem Mittel der Pleuelstange gegen 
berechnet. 


a fiir Schwerpunkt in 


3 s 2 FA 
Ks ist dann o =~ = 37 gegentiber o = 5 


Stangenmitte. 
Die Tab. 2 enthalt die hiermit erhaltenen Werte ae nT nebst den 


Verhaltniszahlen —! 
max 


AuBerdem ist die prozentuale Abweichung A der fiir tat und 
§ _ + ohaltenen —— angegeben, also 
ee: max 8 =) 4 
ye rel =(o-) a ane ar. 
Ave = 100 |( a) 2— (ah Hee bei se: 


diese Abweichung schwankt hiernach fiir einen Kurbelumlauf zwischen 
+1:09% und — 1:04%; sie verschwindet fiir die Kurbellagen y» = 0, 


3% 
oe HU Saas 2% 


V3 5 
y 


Vi0 


Abb. 4. Die Ordinate nz des Tragheitspoles der Pleuelstange einer zentrischen a A 
Schubkurbel in Abhangigkeit vom Kurbelwinkel g¢ und von 4 (Gl. 7). is 
Tabelle 2. Homogene Koordinaten Em, nT des Trigheitspoles 7 fir 
2 Ree 
o= 3! das heiBt: ¢ = a7" 
Kurbel- A= "ls Kurbel- eae 
winkel = ae winkei — = 
ue Ep nT | 4: max A es Y Ep nT 1: Ymax A Oi 
0 1-50000 | 0 0 0 100 1°49823 | 1°50384 | 0°98231 | — 0:02 

10 1-49802 | 0°29154 | 0°19043 | + 0°55 110 1°49401 | 1°42128 | 0°92838 | — 0°13 
20 1:49299 | 0°56610 | 0°36978 | + 0°95 120 1:48948 | 1°28652 | 0°84036 | — 0°37 
30 1:48722 | 0°81083 | 0°52963 | + 1:09 130 1:48681 | 1°10910 | 0°72447 | — 0°68 
40 1:48342 | 1:01948 | 0°66593 | ++ 0°98 140 1:48708 | 0°90224 | 0°58934 | — 0°95 
50 1°48347 | 1:19188 | 0°77854 | + 0°69 150 1:49019 | 0°67953 | 0°44887 | — 1:04 
60 1°48734 | 1:33066 | 0°86919 | + 0°38 160 1:49466 | 0°45173 | 0°29507 | — 0°99 
70 1:49315 | 1:°43661 | 0°93840 | + 0°14 170 1°49848 | 0°22485 | 0°14687 | — 0°52 
80 1°49811 | 1:50595 | 0°98369 | + 0°02 180 1:50000 | 0 0 0 
90 1°50000 | 1°53092 | 1 0 


(Hingegangen am 22. Februar 1951.) 
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Aufbau einer Theorie der ebenen Bewegung mit Verwendung 
komplexer Zahlen. 


Von R. Bereis, Wien. 
Mit 8 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Zunichst werden differentialgeometrische Grundbegriffe fir ebene Kurven 
in komplexer Darstellung behandelt und dabei neue einheitliche Konstruktionsmethoden fir 
den Kriimmungskreis und die Affinnormale aufgezeigt. Sodann wird eine umfassende Theorie 
der ebenen Bewegung in komplexer Darstellung skizziert, wobei der Drehwinkel der bewegten 
Ebene als Parameter fungiert. Heftet man an jeden Systempunkt ¢ den um 2 —n Rechte 
geschwenkten n-ten Ableitungsvektor 2) an, so fallen ihre Enden fiir jedes ” in einen Punkt P,, 
den n-ten Pol zusammen. Mit Hilfe der so entstehenden Polkette P,, P,...P, ergeben sich 
nicht nur einheitliche, durchsichtige Verfahren fir die konstruktive Behandlung der ebenen 
Bewegung, sondern auch die Méglichkeit einer beliebig genauen Approximation einer Bewegung 
durch eine geeignete andere in dem betrachteten Augenblick. 


Summary. At first the fundamental concepts of differential geometry concerning plane curves 
in complex representation are treated and at the same time new uniform construction methods 
for the circle of curvature and the affine normale are shown. Next a comprehensive theory of 
the plane motion in complex representation is outlined, in which the rotation angle is used as 
a parameter. By attaching to every system point z the nth vector of derivation 2 turned by 
2—nright angles, their ends coincide for every n in one point P, which is called the nt® pole. 
By means of the pole chain P,, P,...P, constructed in this manner, not only a uniform, 
clear process for the constructional treatment of the plane motion is developed, but also the 
possibility of substitution for a certain movement by another suitable one in the moment just 
considered, is given to any degree of approximation. 


Résumé. Au début, quelques concepts fondamentaux de la géométrie différentielle sont 
traités au sujet des courbes planes en représentation complexe et a cette occasion sont démontrées 
des méthodes nouvelles unitaires de construction du cercle osculateur et de la normale affine. 
Ensuite, est esquissée une théorie étendue du mouvement en plan en représentation complexe; 
langle de torsion du plan mii est employé comme paramétre. Si lon attache a chaque point z 
du systéme le vecteur de dérivation 2™ tourné de 2 —n angles droits, leurs bouts coincident 
pour n’importe quel m dans un point P,, le n-iéme péle. A l’aide de la chaine des péles P,, P,... P,, 
apparaissant de cette maniére, ils en résultent non seulement des procédés unitaires et clairs 
pour le traitement constructif du mouvement en plan, mais aussi la possibilité d’approcher un 
mouvement par un autre approprié dans le moment en considération, ceci jusqu’au degré voulu 
(exactitude. : 


1. Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit will einen Beitrag zur Behandlung der ebenen Kinematik 
mittels komplexer Zahlen! liefern. Zugrunde liegt die gelaufige Vorstellung der GauB- 
schen Zahlenebene, in der jeder reelle Punkt durch eine komplexe Zahl 
z =x -+7y gekennzeichnet wird, die seine Normalkoordinaten zx, y zusammenfaBt. 
Da die Vermehrung aller z um eine komplexe Konstante ¢c =a + bi eine Verschie- 
bung der Ebene bedeutet, die Multiplikation mit einer Konstanten von Einsbetrag, 
die etwa durch cos y +7 sin p =e’? angesetzt werden kann, hingegen eine Drehung 
bewirkt, so erscheinen die komplexen Zahlen zur Beschreibung und Untersuchung 
ebener Bewegungsvorginge hervorragend geeignet. 


* Komplexe Zahlen sind fir diese Zwecke schon des 6ftern, wenn auch nicht systematisch 
herangezogen worden. So vor allem von: R. Mehmke: Uber die Bewegung eines starren Systems 
in seiner Ebene. Z. Math. Physik 35, 1—24, 65—81 (1890). — F. Morley: On adjustable cycloidal 
and trochoidal curves. Amer. J. Math. 16 (1894). — F. Schilling: Uber neue kinematische 
Modelle usw. Z. Math. Physik 44, 214—227 (1899). — A. Haarbleicher: Application des 
coordonnées isotropes 4 l’étude de la courbe des trois barres. J. éc. pol. 2, 31 (1933). — E. Hack- 
miller: Eine analytisch durchgefiihrte Ableitung der Kreispunkts- und Mittelpunktskurve. 
Z. angew. Math. Mech. 18, 252—254 (1938). — W. Wunderlich: Héhere Radlinien. Osterr. 
Ing.-Arch. 1, 295 (1947). 
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Kine Erweiterung des Arbeitsbereiches ergibt sich, wenn man die konjugiert 
komplexen GréBen z = a — i y hinzunimmt. Der Ubergang vom Normalkoordinaten- 
paar #, y zu dem Zahlenpaar z, z stellt ja eine zwar imaginare, jedoch durchaus regulare 
lineare Koordinatentransformation dar, und la8t man nun fiir z und z beliebige 


komplexe, nicht notwendig konjugierte Zahlen zu, so erfaBt man durch diese soge- 
nannten ,,Minimalkoordinaten“ auch die imaginaren Punkte der Ebene. 


In der vorliegenden Arbeit werden zunachst differentialgeometrische Grund- 
begriffe fiir ebene Kurven in komplexer Darstellung behandelt und dabei neue ein- 
heitliche Konstruktionsmethoden fiir den Kriimmungskreis und die Affinnormale 
ebener Kurven aufgezeigt. Dann folgt die Bestimmung des hyperoskulierenden 
Kegelschnittbiischels, der Scheitelpunkte und der Affinevolute. Betrach- 
tungen tiber Schmiegkegelschnitte und sextaktische Punkte beschlieBen die 
differentialgeometrische Einfiihrung. 


Anschlie8end wird eine umfassende Theorie der ebenen Bewegung in komplexer 
Darstellung in groben Umrissen skizziert, wobei als Parameter der Drehwinkel » 
der bewegten Scheibe zugrunde gelegt wird, was der Annahme einer gleichformigen 
Drehung gleichkommt. Dies ist ohne weiteres statthaft, da in dieser Arbeit nur 
differentialgeometrische Eigenschaften der Bahn-, Hiill- und Polkurven untersucht 
werden, wahrend Geschwindigkeits- und Beschleunigungsverhaltnisse ganz in den 
Hintergrund treten. 

Ist eine Bewegung durch diesen Drehwinkel als Parameter dargestellt, und hangt 
man an jeden Punkt z die um 2 — ” Rechte geschwenkten Ableitungsvektoren 2™ 
an, so fallen deren Spitzen fiir jedes n in einem Punkt P,, zusammen, der ,,Pol n-ter 
Ordnung“ genannt wird; insbesondere ist P, das Momentanzentrum, P, der 
Wendepol, die Gerade P, P; tragt den Ballschen Punkt usw. Die zu einem 
einzigen Augenblick gehérige Polkette P,, P,, P;... ist vom Koordinatensystem 
unabhangig und bestimmt eine analytische Bewegung vollstandig; sie ist mit der 
von R. Miller betrachteten Kette der Wendepole identisch. Die ersten n Glieder 
der Polkette sind ein Aquivalent fiir + 1 zusammengeriickte Lagen der bewegten 
Scheibe. 

Auf diese Weise gelangt man zu einer einheitlichen und sehr durchsichtigen Behand- 
lung der ebenen Kinematik, die sich auch zeichnerisch auswerten la8t und zu einfachen 
Konstruktionsvorschriften fiir die Kriimmungskreise und Affinnormalen der Bahn- 
und Hiillkurven fiihrt. Hierbei ergibt sich nicht nur die bekannte kubische Kreis- 
punktkurve als Ort aller Punkte, die gerade einen Scheitel durchlaufen, sondern 
auch eine Quartik als Ort aller Punkte, die fiinfpunktig beriihrende Bahnschmieg- 
parabeln besitzen, und schlieBlich eine Quintik als Ort jener Punkte, die sich gerade 
in einem sextaktischen Punkt ihrer Bahn befinden. Dariiber hinaus werden auch 
noch septaktische und oktaktische Punkte (mit sieben- bzw. achtpunktig bertihrenden 
Bahnschmiegkegelschnitten) betrachtet. Da ferner ein einfacher Zusammenhang 
zwischen den Polen und den Ableitungsvektoren der Polkurven (beliebiger Ordnung) 
besteht, lassen sich auch die letzteren weitgehend konstruktiv erfassen. 

AbschlieBend wird gezeigt, da durch Verwendung der Polkette eine beliebig 
genaue Approximation einer Bewegung durch eine geeignete andere fur den 
betrachteten Augenblick erméglicht wird. Stimmen namlich zwei Bewegungen in 
einem Moment in den ersten n Polen iiberein, so beriihren einander die Bahnkurven 
jedes Punktes von n-ter Ordnung. Zur Approximation einer Bewegung erscheinen 
vor allem die hoheren Planetenbewegungen besonders geeignet. Wertvolle Ratschlage 
fiir Stoffauswahl und Aufbau sowie anderweitige Anregungen verdankt der Verfasser 
Herrn Prof. Dr. Wunderlich. 
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2. Differentialgeometrische Grundbegriffe fiir ebene Kurven in komplexer Darstellung. 


Eine Kurve unserer Ebene denken wir uns mit Hilfe eines reellen Parameters f, 
der als Zeit gedeutet werden mag, durch eine komplexe Funktion 


z2=2(t) =2x(t) rry() (1) 
dargestellt; die Funktion sei als stetig und hinreichend oft differenzierbar voraus- 
gesetzt. 


1. Tangente. 

Der zu zwei aufeinanderfolgenden Kurvenpunkten ¢ und t + / gehérige Sehnen- 
vektor z(t+h) —2z(t) geht nach Division durch h +0 mit h—-0O gegen den 
Tangentenvektor z =dz/dt, der die Richtung der Tangente im Punkte ¢ anzeigt. 
Ein Verschwinden des ersten Ableitungsvektors z’ wird im allgemeinen auf eine Spitze 
hinweisen, kann allerdings auch in der Parameterdarstellung begriindet sein. 


2. Krimmungskreis. 
Da zi den um 2/2 geschwenkten Tangentenvektor angibt, wird die Kurven- 
normale  mittels eines reellen Langenparameters 4 durch 
dargestellt. Elimination von 2 aus (2) und der konjugierten Beziehung liefert die 
Gleichung der Kurvennormalen in Minimalkoordinaten: 


(¢—2)2’ + (€—2)2' =0. (3) 
Durch die Ableitung nach ¢ gewinnt man eine Gerade 1’ 
(C2) 2°" (E = 2) eS Oe" (4) 


die » im Beriithrungspunkt mit der eingehiillten Evolute, also im Kriimmungsmittel- 
punkt schneidet. Die Gerade n’ steht ersichtlich auf den zweiten Ableitungsvektor 2’’ 
senkrecht. Sie ist aber auch die Polare des Punktes z + 2’ beziiglich des Kreises 


(C —2)(€—2) =2'z, (5) 
wie man sich leicht tiberzeugt. Es gilt somit 


Satz 1: Fiir jeden Punkt z einer ebenen Kurve z =z (t) liegt die Spitze des in z 
befestigten Vektors z’’ zum zugehérigen Kriimmungsmittelpunkt konjugiert beziiglich 
eines Kreises um z mit |z’| als Radius’. 


Durch Auflésung der Gl. (3) und (4) nach ¢ erhalt man die komplexe Koordinate 
des Kriimmungszentrums mit 
ia Ne a eG ah (6) 
eh ae 
Abb. 1 zeigt als Anwendung von Satz 1 die Konstruktion der Kriimmungsmitte 


fiir einen beliebigen Punkt einer Ellipse. Bezeichnet a die dem zugehérigen Ellipsen- 
halbmesser aquivalente komplexe Zahl, b entsprechend den konjugierten Halb- 


* Die von einem Kurvenpunkt ¢ ausstrahlenden Ableitungsvektoren 2’ und 2’’, die nach 
Gesagtem den Kriimmungsmittelpunkt bestimmen, spannen das sogenannte ,,Kriimmungs- 
dreieck auf, das A. Kanda eingefiihrt hat: Beitrage zur reinen Differentialgeometrie, Mh. 
Math. Physik 24, 44 (1913). Die von Kanda angegebene Konstruktionsvorschrift zur Ermitt- 
lung der Kriimmungsmitte ist eine der vielen Méglichkeiten zur Bestimmung des auf der Kurven- 
normalen liegenden konjugierten Punktes von ¢ + 2” beziiglich des Kreises (5) 
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messer, dann 1a8t sich die Ellipse 
anschreiben mit 


z =acost + bsint. 


Fiir den betrachteten Punkt t =0 
bie 4. 2. = 0, 2 = =— a und es 
gilt demnach: 

Der Mittelpunkt M einer Ellipse 
und der zu einem Kurvenpunkt z 
gehorige Kriimmungsmittelpunkt ¢ 
liegen konjugiert beziiglich eiyes 
Kreises um 2, dessen Durchmesser 
die Lange des zu z konjugierten 
Ellipsendurchmessers aufweist. 


3. Affinnormale. 


Fiir die Endpunkte z,, z, einer zur Tangente im Kurvenpunkt z parallelen Sehne 
besteht die Bedingungsgleichung 


(2', 2, — 2) =9, (7) 
wobei hier wie in Zukunft (a,b) die mit 1/2 multiplizierte Determinante ab — ab 


bedeuten soll?. Fa8t man z als Nullpunkt der Parameterskala auf, so liefert die 
Taylor-Entwicklung fiir 2, 2: 


/ 1 aa 9 1 / 
ye ey a 2 birioea ye bt a= ohs 
1 1 > (8) 
@ =2+ei+ see tape te +... 


Die Verbindungsgerade des Kurvenpunktes z mit der Sehnenmitte = (2; + 2,) hat 
die Richtung des Vektors 
1 


Z=2,+2,—-22 =2 (t, i) a a et) 


und strebt mit t,,., > 0 gegen eine Grenzlage, die Affinnormale oder Deviations- 
achse der Kurve in z heiSt*. Ihre Richtung ergibt sich mit Benutzung der zu (7) 
gleichwertigen Bedingung 


y I 1 / ‘tr 9 9 
(2', 2 ) ty +t.) + @ (22 )G@2 +h, +t?) +... = 9, 


aus der zunachst we —> — 1 folgt, mit 
1 


ee ee ee, (9) 
. i> 0 1 

wobei bese 

5 Teu(geue) 

Tre 3 (2’, Em) 

Die Gleichung der Affinnormalen lautet dann 

(Grae; cosh idz')o== 0; (10) 
3 Geometrisch bedeutet (a, b) = 5 (a b —ab) = — (b, a) die Flache des von den Vektoren a 


und b aufgespannten Parallelogramms. (a,b) = 0 ist die Bedingung fir parallele Lage der 
Vektoren a und 6. 

Man beachte das Distributivititsgesetz (a, b + c) = (a, b) + (a, ¢) sowie die Ableitungs- 
regel (a, b)’ = (a’, b) + (a, 0’). 

4L.N.M. Carnot: Geometrie de position, p. 477—480. Paris. 1803. — A. Transon: 
Liouv. J. Math. (1) 6 (1841). — W. Blaschke: Vorlesungen tiber Differentialgeometrie II, 15 
(1923). 
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Zufolge ihrer Erklarung ist die Affinnormale nur von der Gestalt der Kurve und 
nicht von dem Koordinatensystem oder der Parameterwahl abhangig und offensicht- 
lich invariant gegeniiber Affinitaten; sie kann als Tangente der Sehnenmitten- 
kurve geometrisch gedeutet werden. ; 

Aus den Formeln (9) la&t sich unmittelbar eine Konstruktionsvorschrift fir die 
Affinnormale ablesen: 


Satz 2: Zieht man durch die Endpunkte der im Kurvenpunkt z angehefteten 
Vektoren 2” und z’”’ Parallelen zur Kurventangente, legt auf die erste Parallele den 
Vektor — 2’/3 und projiziert ihn aus z (oder einem anderen Tangentenpunkt) auf 
die zweite, so gewinnt man den , Abweichungsvektor“ 62’; der Summenvektor 
z'’ + 62’ gibt dann die Richtung der Affinnormalen an. 


4. Schmiegparabel. 


Betrachten wir nun eine unsere Kurve z =z (t) im Punkte z beriihrende Parabel, 
die die Endpunkte z,, z, einer zur Tangente parallelen Sehne enthalt: Sie 148t sich 
mit Hilfe eines reellen Parameters t an- 
setzen durch 
21 — so 2+2,—22 7 

2, t? Sie 
und strebt mit ¢t,,,>0 [wobei wieder 
Bedingung (7) zu beriicksichtigen ist ] gegen 
die vierpunktig beriihrende Schmieg- 
parabel 


Caet+e' t+" 4+er)5. (al) 


Auf Grund ihrer Entstehung ist die 
Affinnormale ein Durchmesser der 
Schmiegparabel. Dieselbe laBt sich aus 
Kriimmungskreis und Affinnormale ohne 
weiteres konstruieren. Verlingert man 
namlich den Kriimmungsradius um die 

Abb. 2. Halfte, so erhalt man einen Punkt L der 
Leitgeraden / der Schmiegparabel (Abb. 2). 

Die Affinnormale eines Kegelschnittes fallt stets mit dem durch den betrachteten 
Punkt gehenden Durchmesser zusammen. Jeder unsere Ausgangskurve z =z (é) 
in einem Punkt z hyperoskulierende Kegelschnitt hat daselbst mit ihr die 
Schmiegparabel gemein und besitzt mithin die Affinnormale als Durchmesser. 

Fallt in einem Kurvenpunkt die Affinnormale mit der gewéhnlichen Normalen 
zusammen, was durch (2! i, 2” + 62’) =0 (12) 


angezeigt wird, so deckt sich dieser Punkt mit dem Scheitel der Schmiegparabel 
und wird daher auch ,,Scheitel der Kurve genannt. Unter den hyperoskulierenden 
Kegelschnitten befindet sich dann ein Kreis, der natiirlich mit dem Kriimmungs- 
kreis identisch ist, jedoch vierpunktig beriihrt. 


Cae 4 


Oee 


5. Schmiegkegelschnitt. 


Samtliche Affinnormalen einer Kurve z =z (¢) umhiillen die sogenannte Affin- 
evolute. Im Beriihrpunkt einer Affinnormalen mit der Affinevolute befindet sich 
der Mittelpunkt jenes hyperoskulierenden Kegelschnittes, welcher mit der Kurve 
nicht blo& vier, sondern mindestens fiinf zusammengeriickte Punkte gemein hat. 
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Der Mittelpunkt dieses ,,Schmiegkegelschnittes“ ergibt sich demnach aus der 
Gleichung der Affinnormalen 
(¢ —z, 2” + 62’) =0 
und ihrer Ableitung 
(¢ eo oe eee + 62’ ok One.) — ee ee) 
mit 
(2, 2") (2”” + 62’) 
(2 + 02’, 2’ + de” + 0’2’) * 
Aus Zentrum und Kriimmungskreis ist der Schmiegkegelschnitt eindeutig 
konstruierbar (vgl. Abb. 1), weshalb auf die explizite Gleichung verzichtet werden 
soll. Seine Art hangt offensichtlich vom Vorzeichen der Nennerdeterminante ab, 
da dieses die Lage des Mittelpunktes links oder rechts von der hohlen Seite der Kurve 
entscheidet. Verschwindet fiir einen Punkt z diese Determinante, so wird der Mittel- 
punkt des Schmiegkegelschnittes ein Fernpunkt, das heiBt der Schmiegkegelschnitt 
ist in diesem Fall eine Parabel. Die Existenzbedingung fiir eine fiinfpunktig be- 
ruhrende, sogenannte ,ruhende Schmiegparabel“ ist mithin 


C=2+ 


(13) 


(ee bee bt 62’) 20 (14) 
oder nach Ersatz von 6 und 6’ gemaB (9) 
3 (2, 2”) [4 (22) + (2 et”) ] — 5 (2, 2")? =O. (15) 


6. Sextaktische Punkte. 


Ist fiir eine Stelle z die durch (13) gegebene Mittelpunktskoordinate ¢ des Schmieg- 
kegelschnittes stationar, gilt also ¢’ =0, so bertihrt der Schmiegkegelschnitt 
(mindestens) sechspunktig, und man spricht von einem sextaktischen Punkt. 
Die Affinevolute weist an der zugehérigen Stelle im allgemeinen eine Spitze auf. 

Die Bedingung ¢’ = 0 ergibt ausgewertet nach einiger Rechnung 


(22°98 (27) + 5 2" YY = 5 Ue 2") 2") [les AP) 
42 ("2") +O @ 29 =0. (16) 


3. Ebene Bewegung und Umkehrbewegung. 


Eine starre ebene Scheibe 2 bewege sich in ihrer Ebene 2. Zur mathematischen 
Beschreibung des Bewegungsvorganges nehmen wir in 4, ein Normalkoordinaten- 
system x, y mit dem Ursprung A, an, analog in der bewegten Scheibe ein mit dieser 
verbundenes Achsenkreuz (A; é, 7). Es sei im folgenden stets eine einparametrige 
oder zwanglaufige Bewegung % voraus- 


gesetzt, bei der also jeder Punkt an eine voll- y 7 
kommen festgelegte Bahn gebunden ist. 
Ferner wollen wir die trivialen (und in ge- =e 
wisser Hinsicht singularen) reinen Schiebun- 
gen ausschalten, bei welchen simtliche Bahn- —— 
kurven kongruent und gleichgestellt sind. Se LZ 
Unter diesen Umstanden bietet sich der Dreh- = 
Pere ae 

winkel p=<wé als natiirlicher Parameter = 
dar, und seine Verwendung gestaltet die == 
Rechnungen tatsachlich besonders einfach. Se =e 

Ist also die Bahnkurve des bewegten = 
Ursprunges A durch die komplexe Gleichung q 

z=a(y) (17) Abb. 3. 


Vlei 
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gegeben, dann wird die Bahn eines __ beliebigen Punktes ¢ von 2 durch 
z=a+e? (18) 


beschrieben (Abb. 3). Die Gl. (18) kann mithin als ,,Gleichung der Bewegung ¥” 
angesehen werden. 


Fiir einen Beobachter in der bewegten Ebene 2 erscheint dieselbe ruhend, 
wahrend X, die ,,Umkehrbewegung“ %8* ausfiihrt, deren Gleichung sich durch 
Auflésung von (18) nach ¢ zu 

¢=—ae-'? pa sdisee (19) 
ergibt. 


4, Momentanpol, Bahntangenten. 


Bildet man durch Ableitung der Bahnkurvengleichung (18) nach y den Tangenten- 
vektor 


z =a’ +lied? =a +(z—a)i (20) 
und hangt man ihn nach Drehung um z/2 im Punkt z an, so gelangt man zum Punkt 
2feyt=a+a1i—py « (21) 


Dieser Punkt ist unabhangig von z und wird als 1. Pol der Bewegung (fiir den 
betrachteten Augenblick) bezeichnet. Er la8t sich auch durch 2’ = 0 kennzeichnen, 
stellt also den einzigen in diesem Augenblick ruhenden Punkt dar, dessen Bahn mithin 
(im allgemeinen) eine Spitze aufweist. Der 1. Pol ist nattirlich identisch mit dem 
bekannten Momentanzentrum. Hs gilt also 


Satz 3: Ist eine Bewegung mittels des Drehwinkelparameters beschrieben, dann 
fallen die Endpunkte samtlicher, um einen rechten Winkel geschwenkten und in den 
Systempunkten z angehefteten ersten Ableitungsvektoren z’ im 1. Pol, dem Momentan- 
zentrum P, zusammen. 


Hierauf griindet sich die gelaufige Konstruktion der Bahntangente eines be- 
liebigen Systempunktes: Sie steht normal auf die Verbindung des Punktes mit dem 
Momentanpol, den ,,Polstrahl“ des Punktes. 


Haben demnach zwei Bewegungen %,, 8, in einem bestimmten Augenblick den 
1. Pol gemeinsam, so bertihren einander die Bahnen jedes Punktes. Wir wollen sagen, 
%, und %, stimmen in 1. Ordnung tiberein. Dies gilt beispielsweise fiir eine Bewegung 
und eine Drehung um den 1. Pol, was der iiblichen, mit dem Momentanzentrum 
verknipften Vorstellung entspricht. 


In anschaulicher, wenn auch nicht ganz strenger Weise kénnen wir die Kenntnis 
des 1. Pols als Aquivalent fiir zwei benachbarte Lagen von 2 auffassen. 


Ermitteln wir schlieBlich auf Grund von (19) analog den 1. Pol der Umkehr- 
bewegung %*, so finden wir 


C— C4 sate? =a,*; (22) 
die Lage dieses Punktes P,* im System 2, ist durch 
a+a,e'? =a+a'i=p,* 


gegeben, deckt sich also mit P;. Es ist eine bekannte Tatsache, da jede Bewegung 
mit ihrer Umkehr das Momentanzentrum gemein hat. 
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5. Wendepol, Bahnkriimmung. 
1. Pol 2. Ordnung, Kriimmungskonstruktion. 


Zweimaliges Differenzieren der Bewegungsgleichung (19) nach g liefert den 
zweiten Ableitungsvektor 


Zo" Cet? = a!" — (2 + 2@), (23) 
der, an z angehangt, zum 2. Pol der Bewegung (fiir den betrachteten Augenblick) 
eee aha a =, (24) 


fihrt. Fiir ihn ist tibrigens auch 2’ =0. Somit gilt 


Satz 4: Ist eine Bewegung mittels des Drehwinkelparameters beschrieben, so 
fallen die Endpunkte samtlicher in den Systempunkten z angehefteten zweiten Ab- 
leitungsvektoren 2’ im 2. Pol P, zusammen. 


Hierauf griindet sich unter Zuhilfenahme von Wendekreis Be bas 
Satz 1 eine einfache Konstruktion des Bahn- 
kriimmungsmittelpunktes eines beliebigen System- 
punktes z (Abb. 4): Er liegt im Schnittpunkt der 
Kurvennormale n mit der Polare des zweiten 
Poles beziiglich jenes Hilfskreises um z, der 
das Momentanzentrum P, enthalt’. 


Haben demnach zwei Bewegungen %,, 8, in 
einem bestimmten Augenblick die beiden ersten 
Pole gemeinsam, so haben die Bahnkurven jedes 
Punktes gleiche Tangenten und iiberdies gleiche yet r ar 
Kriimmung. Wir sagen dafiir, 8, und %, stimmen 
in 2. Ordnung tiberein. Die Kenntnis der beiden ersten Pole kann demnach als 
Aquivalent fiir drei benachbarte Lagen der bewegten Ebene aufgefaBt werden’. 


2. Wendekreis, Wendepol. 


Wie aus Abb. 4 ohne weiteres zu erkennen ist, wird das Kriimmungszentrum 
auf Grund dieser Konstruktion dann und nur dann unendlich fern, wenn < P,z P, =z/2, 
das hei&t, wenn der Systempunkt z auf dem Thales-Kreis tiber P, P, liegt. Dieser 
Kreis ist also der Ort jener Punkte, die augenblicklich einen Wendepunkt ihrer 
Bahn durchlaufen und wird daher Wendekreis genannt. Die Wendetangenten laufen 
wegen des rechten Winkels P,z P, samtlich durch den 2. Pol P,, der demnach mit 


dem Wendepol?’ identisch ist. 
Analog ermitteln wir aus (19) P,*, den 2. Pol der Umkehrbewegung ¥*, und 


finden Pot a ge 2 a’ be-1? = 7,*: (25) 


5 Der Ausnahmefall, da®B das Momentanzentrum ins Unendliche riickt, soll in einer eigenen 
Arbeit behandelt werden. Die angegebene Konstruktion ist auch in allen jenen Sonderfallen 
verwendbar, wo andere Methoden besondere Grenzbetrachtungen verlangen, wie z. B. fiir die 
symmetrischen Scheitel_der Trochoiden. Fir héhere Radlinien hat W. Wunderlich (siehe 
Anm. 1) bereits die beiden ersten Pole zur Konstruktion des Bahnkrimmungsmittelpunktes K 
verwendet, ohne jedoch von der Tatsache Gebrauch zu machen, dai P, und K beziiglich des ge- 
nannten Hilfskreises konjugiert legen. 

6 Fir eine Bewegung, deren Momentanpol und Wendepol bekannt sind, hat bereits R. Beyer 
eine ,,Ersatzbewegung“, und zwar eine Ellipsenbewegung herangezogen, um zu einem be- 
liebigen Punkt die Bahnkriimmung zu finden. Siehe R. Beyer: Krimmungsverhiltnisse der 
ebenen Bewegung. Masch.-Bau Betrieb RM—AFG 15, 166 (1936). 

7 Andert sich der Drehwinkel g proportional zur Zeit (gleichformige Drehung), so fallt der 
Beschleunigungspol 2” = 0 in den Wendepol. 
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dies entspricht im raumfesten System 2%, der Koordinate a + 2a'7— oe” c= py 
woraus sich die bekannte Tatsache ablesen lift, daB die Wendepole von 8 und 8* 
beziiglich des gemeinsamen Momentanpoles a + a’ 7 symmetrisch liegen. 


3. Ruickkehrkreis. 


Sei z ein von P, verschiedener Punkt des Wendekreises in 2, t) seine (P, ent- 
haltende und in 2, gedachte) Bahntangente fiir die Bewegung 8. Als Wendetangente 
hat t, mit der Bahn von z drei zusammengeriickte Punkte gemein. Umgekehrt gehen 
daher fiir 8* drei aufeinanderfolgende Lagen von t, durch z, das hei®t 2 ist ein 
Riickkehrpunkt der von ¢, vermoge $* in & erzeugten Hiillbahn. 


Wir koénnen daher aussprechen den 


Satz 5: Jene Punkte eines zwangsliufig bewegten Systems, die augenblicklich 
Wendepunkte ihrer Bahnen durchlaufen, erfiillen einen Kreis (,,Wendekreis“), aut 
welchem die Pole P, und P, einen Durchmesser begrenzen; die Wendetangenten 
laufen samtlich durch den ,,Wendepol P,. Jene Gerade des Systems, die augenblick- 
lich Riickkehrtangenten ihrer Hiillbahn sind, bilden ein Strahlbiischel, dessen 
Scheitel P,* das Spiegelbild von P, an P, ist; die Spitzen erfiillen den ,,Riickkehr- 
kreis“* mit dem Durchmesser P, P,*. 


Da parallele Geraden parallele Hiillbahnen erzeugen, die gemeinsame Normalen 
(= Polstrahlen) und daher gemeinsame Kriimmungsmitten besitzen, so folgt unmittel- 
bar, daB alle diese Kriimmungsmitten auf dem Ritickkehrkreis liegen miissen. 


6. Pol 3. Ordnung, Affinnormale, Schmiegparabel, Scheitelkurve, Ballscher Punkt. 
1. Pol 3. Ordnung, Affinnormale, Schmiegparabel. 


Dreimaliges Differenzieren der Bewegungsgleichung (18) nach @ liefert den dritten 
Ableitungsvektor 
ge” =a — C1? =a” — (e— a), (26) 
der nach Drehung um 3 7/2 und an z angehangt, zum dritten Pol P,; der Bewegung 
(fiir den betrachteten Augenblick) 


S21 =4-—4" 4 =p, (27) 
fiihrt. P; ist ersichtlich auch durch 2’ =0 gekennzeichnet. Es gilt 


Satz 5: Ist eine Bewegung mittels des Drehwinkelparameters beschrieben, dann 
fallen die Endpunkte samtlicher um drei Rechte geschwenkten und in den System- 
punkten z angehefteten dritten Ableitungsvektoren z’’’ im dritten Pol P, zusammen. 


Die Kenntnis der ersten drei Pole P,, P,, P; erméglicht nach Satz 2 nicht nur 
die Konstruktion der Bahntangente und des Kriimmungskreises, sondern auch der 
Affinnormalen* und damit der Schmiegparabel fiir die Bahnkurve jedes System- 
punktes z. 


Haben zwei Bewegungen %,, 8, in einem bestimmten Augenblick die ersten drei 
Pole gemeinsam, so beriihren einander die Bahnkurven jedes Systempunktes von 
3. Ordnung (vier zusammengertickte Punkte).. Wir sagen, 8, und %, stimmen in dritter 
Ordnung tiberein. Wir kénnen P,, P,, P; als Aquivalent fiir vier benachbarte Lagen 
von 2 ansehen. 


8 G. Lochs: Die Affinnormalen der Bahn- und Hillkurven bei ei 
Mh. Math. Physik 38, 51 (1931). ee Lien A ae 
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2. Scheitelkurve. 


Kennt man fiir einen bestimmten Augenblick einer Bewegung die beiden ersten 
Pole P,, P, und in einem Punkt z die Affinnormale seiner Bahn, so lft sich unter 
Beniitzung von Satz 2 eine Ortsgerade 0, fiir den dritten Pol P, finden. Insbesondere 
kann man eine einfache Konstruktionsvorschrift fiir 0; angeben, wenn man einen 
Scheitel S kennt, also einen Punkt mit stationarem Krimmungskreis, bei 
dem ja Affinnormale und Bahnnormale zusammenfallen. Dies gibt 


Satz 6: Sind von einer Bewegung fiir einen bestimmten Augenblick die beiden 
ersten Pole P,, P, und ein Bahnscheitel S bekannt, so liegt der dritte Pol P, auf jener 
Geraden 03, die mit der Strecke S P, ein Rechteck mit dem dreifachen Flacheninhalt 
jenes Rechtecks bestimmt, das die Scheitel- 
tangente und Scheitelnormale mit der Gegen- 
ecke P, festlegen (Abb. 5). 


Beispiel: Die ersten drei Pole 
beim Gelenkviereck. Fiir jede gegebene 
Lage eines Gelenkvierecks findet man den 
Momentanpol im Schnittpunkt der beiden 
Kurbeln A A, und B B,, da diese die Bahn- 
normalen ihrer Endpunkte A und B dar- 
stellen. Der Wendepol P, liegt zufolge Satz 1 
auf der Polaren 0, , des Lagers A, (= Kriim- 
mungsmitte der Bahn von A) beziiglich des 
Kreises um A durch P,, sowie auf der 
Polaren 02, des Lagers By, beziiglich des 
Kreises um B durch P, und ist dadurch fest- 
gelegt, so da damit auch Polkurventangente, Abb. 5. 
Polkurvennormale und Wendekreis fiir den 
betrachteten Augenblick gefunden sind. Da ferner A und B Scheitel ihrer Bahn 
sind, erhalt man durch Satz 6, wie Abb. 6 zeigt, 03 4, 03, zwei Ortsgerade fiir P3. 

In jedem Augenblick einer Bewegung werden durch Gl. (12) oot Punkte definiert, 
die Scheitelpunkte ihrer Bahnkurven sind. Somit ist (12) die Gleichung dieser 
Scheitelkurve, auch Kreispunktkurve® genannt. Ausgefiihrt ergibt sich 

SL 2 Gey = 252") (4 2) =O. (28) 

Wir fiihren nun ein neues Koordinatensystem 3 mit dem Ursprung P, ein. Der 

Wendepol P, sei Einheitspunkt der imaginaren Achse. Alle Punkte sollen im neuen 

System, das wir in der Folge kurz als (P,, P,)-System bezeichnen wollen, durch ent- 
sprechende deutsche Buchstaben beschrieben sein. Dadurch geht (28) tiber in 

3 (3 Ps — 34) — - (griernigele—= > (29) 

Diese zirkulare Kubik f geht durch Inversion an dem KEinheitskreis um 
Py ( 3 ==) in die gleichseitige Hyperbel /* 


G*,p) — 34) S2* G22 — Gey = 0 (30) 


iiber, die den Ursprung P, enthalt und deren Asymptoten zur Polkurventangente 
und Polkurvennormale parallel liegen; ihrer Mitte entspricht die komplexe Zahl 


aap = 2. Die Ursprungstangente von /* ist zur reellen Asymptote der Scheitel- 
® L. Burmester: Civiling. (2) 22 (1876); 28 (1877); Lehrbuch der Kinematik, 5. 616ff. (1888). 
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kurve parallel und enthalt den dritten Pol der umgekehrten Bewegung (7; = )3 — 34). 
Bei Kenntnis der ersten drei Pole P,, P., P; laBt sich somit die gleichseitige Hyperbel /* 
und in weiterer Folge die Scheitelkurve f leicht konstruieren. 

Somit gilt 

Satz 7: Jene Punkte eines zwangslaufig bewegten ebenen Systems, die augen- 
blicklich einen Scheitel ihrer Bahn durchlaufen, erfiillen eine zirkulare Kubik (,,Scheitel- 
kurve“), welche im Momentanpol P, einen Doppelpunkt besitzt und dort von der 
Polkurventangente und Polkurvennormale beriihrt wird. Ihre Asymptote lauft der 
Verbindungsgeraden des Momentanpols mit dem 3. Pol der umgekehrten Bewegung P3* 
parallel. 


Abb. 6. 


Liegt der 3. Pol P; auf der Polkurvennormalen, wie dies etwa bei jeder gewohn- 
lichen Planetenbewegung der Fall ist, so spaltet sich die Scheitelkurve zufolge Null- 
werdens der Determinante (7, 3) in die Polnormale (3,7) =0 und einen Kreis k, 


der die Polkurventangente in P, beriihrt. k, liegt zur Geraden (1, 3) =1 — ae 


invers beziiglich des Einheitskreises um P,. 

Kin Zerfall der Scheitelkurve tritt auch ein, wenn P, auf der Poltangentenparallelen 
(1, 3) =3 liegt, wenn also b, =3 ist. Es spaltet sich die Scheitelkurve in diesem 
Fall auf in die Polkurventangente (3,1) =0 und einen Kreis k,, 


az (3,327) — 3 (3,2) =O... (ps =@3 + 31%), 


der die Polnormale in P, berihrt. k,, liegt zur Geraden (3, 7) => invers_ beziiglich 


des Einheitskreises um P,. In einem spateren Abschnitt wird gezeigt, daB die Be- 
dingung b, = 3 zur Folge hat, daB die Gangpolbahn an der betreffenden Stelle einen 
doppelt so groBen Kriimmungsradius besitzt wie die Rastpolbahn. Liegt insbesondere 
die Umkehr der Ellipsenbewegung vor (p, = 37), so tritt ein weiteres Zerfallen der 
Scheitelkurve in Polkurventangente, Polkurvennormale und Ferngerade ein”. 


*° Damit ist der Irrtum _tiber das angebliche Zerfallen der Scheitelkurve bei kongruent- 
symmetrischer Rollung richtiggestellt. Siehe M. Griibler: Uber Kreispunkte einer complan 
bewegten Ebene. Z. Math. Physik 37, 56 (1892). 
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3. Ballscher Punkt. 


Hilfssatz: Wird ein Punkt A der bewegten Ebene ¥ langs einer Geraden gefiihrt, 
so liegen in jedem Augenblick der Bewegung alle Pole gerader Ordnung auf der 
Fiihrungsgeraden, alle Pole ungerader Ordnung auf der Bahnnormalen von A. 


Zum Beweis haben wir lediglich in der Bewegungsgleichung (18) die Funktion a (9) 
als reell vorauszusetzen. Der in Erweiterung der Formeln (21), (24) und (27) gleich 
allgemein erklarte Pol J-ter Ordnung P, 


Dy 2 ee) =a 727! (31) 


liegt dann offensichtlich fiir gerades J auf der Abszissenachse, fiir ungerades / auf der 
Ordinate durch z =a. 


Sind nun die ersten drei Pole P,, P,, P,; einer Bewegung 8% fiir einen bestimmten 
Augenblick gegeben, so la8t sich stets eine Bewegung 8, mit demselben Poltripel 
angeben, bei der der Fu8punkt U des Lotes von P, auf P, P; auf der Geraden U P, 
gefiihrt wird. Legen wir namlich den Ursprung eines Normalkoordinatensystems 
derart in den Punkt U, daB den drei Polen der Reihe nach die Zahlen d, i, d,, dz i 


entsprechen (d;, =d, =U P,,), so leistet der Ansatz 
ye P 
a(p) =d,9 + dp-5, — ds Timm 


bei beliebigem reellen Restglied R bereits das Gewiinschte. Jede der durch (18) mittels 
dieser Funktion a (py) beschriebenen Bewegung 8%, hat mit 8 die ersten drei Pole ge- 
meinsam, approximiert also 8 in dritter Ordnung. Daher mu die Bahn des Punktes U 
die Fiithrungsgerade U P, fiir 8, mindestens vierpunktig beriihren. U ist mithin 
der sogenannte Ballsche Punkt der Bewegung % und gehért naturgemaf8 sowohl 
dem Wendekreis, als auch der Scheitelkurve an". Dies gibt 


Satz 8: Der Ballsche Punkt U einer Bewegung — Punkt mit mindestens vier- 
punktig beriihrender Bahntangente — ergibt sich im FuBpunkt des Lotes aus dem 
Wendepol P, auf die Polgerade P, P, (Abb. 6 zeigt eine Koppelkurve mit Flachpunkt)”. 


Liegen die ersten drei Pole, wie z. B. bei der niederen Planetenbewegung auf einer 
Geraden, so ist der Ballsche Punkt U mit dem Wendepol P, identisch. 


7. Pol 4. Ordnung, Schmiegkegelschnitt, P-Kurve, Burmester-Punkte. 
1. Pol 4. Ordnung. 


Viermaliges Differenzieren der Bewegungsgleichung (18) nach ¢ liefert den vierten 
Ableitungsvektor 
gi¥V —giV + oe? all + (z— a), (32) 
der nach Drehung um z an z angehangt zum vierten Pol P, der Bewegung (fiir 
den betrachteten Augenblick) 


oe a Dy (33) 
fiibrt. P, laBt sich auch durch 24” =0 kennzeichnen. Es gilt 


Satz 9: Ist eine Bewegung mittels des Drehwinkelparameters beschrieben, dann 
fallen die Endpunkte simtlicher um zwei Rechte geschwenkten und in den System- 
punkten z angehefteten vierten Ableitungsvektoren zIV im vierten Pol P, zusammen. 


11 R. Ball: Notes on applied mechanics. Dublin Proc. (2) 1, 243 (1871). 
122 R. Miller: Beitrage zur Theorie des ebenen Gelenksvierecks. Z. Math. Physik 42, 251, 
259 (1897). 
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2. Schmiegkegelschnitt. 


Fiir jeden Systempunkt erhalt man mittels (13) den Mittelpunkt M des Schmieg- 
kegelschnittes seiner Bahn. Setzt man fiir 6, 6’ die entsprechenden Werte (9) ein, so 
erhalt man 

eae 3 (2, 2’") [3 (2,2) 2” —(2 2") 2] 
He 12 (2’, 2”) (2,2) + 3 (2’, 2”) (2, 21V) —5 (2, 2")? © 

Da durch Zentrum M und Kriimmungskreis samt Beriihrpunkt ein Kegelschnitt 
eindeutig festgelegt ist und zur Ermittlung von M nach (34) die ersten vier Ableitungs- 
vektoren ausreichen, diese aber wieder durch Angabe der ersten vier Pole fiir jeden 
Systempunkt bestimmt sind, gilt 


Satz 10: Haben zwei Bewegungen 8, und %, in einem bestimmten Augenblick 
die ersten vier Pole gemeinsam, so beriihren einander die Bahnkurven jedes System- 
punktes von 4. Ordnung, haben also gemeinsame Schmiegkegelschnitte™. 


Wir sagen, 8, und %, stimmen in 4. Ordnung iiberein. P,, P,, P;, P, konnen daher 
als Aquivalent fiir fiinf benachbarte Lagen der bewegten Ebene angesehen werden. 


3. Ruhende Schmiegparabel, P-Kurve. 


Ist der die Bahnkurve fiinfpunktig beriihrende Schmiegkegelschnitt eine Parabel 
(,ruhende Schmiegparabel‘), so mu8 der Nenner in (34) verschwinden, also 


342,270 Fe pe): Haye) — 6. C52) == 0 (35) 


sein. Beim Ubergang zum (P,, P,)-System (vgl. Abschnitt 6, 2) erhalten wir aus (35) 
die Bedingungsgleichung ftir eine ruhende Schmiegparabel 


3 se SGD [333 +(%,4—4 3% + pat) + 4 (1, ps)] — 5 (3, 3)? = 0. (36) 


Diese bizirkulare Quartik soll ,,P-Kurve“ heiBen. Sie beriihrt die Gangpol- 
bahn im Momentanpol P,, die Ballsche Kurve im Ballschen Punkt U und ist im all- 
gemeinen vom Geschlecht 1. Somit gilt: 


Satz 11: Jene Punkte eines ebenen, zwangsliufig bewegten Systems, die augen- 
blicklich Stellen mit ,,ruhender Bahnschmiegparabel‘ durchlaufen, erfiillen eine 
bizirkulare Quartik (,,P-Kurve), welche die Gangpolkurve im Momentanpol, die 
Ballsche Kurve im Ballschen Punkt beriihrt; sie ist im allgemeinen vom Geschlecht 1. 


Beispiel: P-Kurve der Zykloidenbewegung. Rollt ein Kreis auf einer 
Geraden, so folgt aus der zugehérigen Bewegungsgleichung z = —rqgm + Ce*?, dab 
alle héheren Pole von P, angefangen im Mittelpunkt des rollenden Kreises liegen. 
Setzt man folglich in (36) py =p, =7, so erhalt man als Gleichung der P-Kurve 
im (P,, P,)-System fiir diesen speziellen Fall 


3[33+ 5-3] B33 + SG-D+4] — 3 +9? =0. 


Die P-Kurve der Zykloidenbewegung ist mithin eine zur Polkurvennormalen symme- 
trische rationale bizirkulare Quartik, die im Wendepol P, (hier identisch mit der 
Mitte des rollenden Kreises) einen isolierten Punkt besitzt und daher rational ist. 


18 Die in der Getriebetechnik wichtige Aufgabe, eine Bahnkurve durch eine andere, sich gut 
anschmiegende und kinematisch leicht erzeugbare zu ersetzen, wurde schon des éftern untersucht 
und fihrte R. Beyer zur Betrachtung von Kegelschnitten, die eine gegebene Bahnkurve in 
einem bestimmten Punkt in vier, fiinf und mehr zusammengeriickten Punkten berihren. Siehe 
R. Beyer: Schmiegkegelschnitte und ihre Anwendung in der praktischen Analysis und Kinematik. 
Z. angew. Math. Mech. 16, 345 (1936); Anwendung von Schmiegkegelschnitten in der Getriebe- 
technik. Masch.-Bau Betrieb, RM—AfG 17, 253 (1938). 
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Sie geht aus der Ellipse 5 y? + 
+ 34? — 6) =0 durch Inversion 
am LEinheitskreis um P,_her- 
vor. Ihr symmetrischer Scheitel 


Sp (3 = 4) besitzt sogar eine 


sechspunktig beriihrende Bahn- 
schmiegparabel (Abb. 7). 


4. Burmester-Punkte. 


Die im Ablauf der Bewegung 
auftretenden Scheitelkurven / be- 
sitzen in der bewegten Ebene 2 
eine Einhiillende, die aus der 
Gangpolkurve und einer weiteren 
Hiillkurve f, besteht. Da eine 
infinitesimale Veranderung der 
Scheitelkurve f im Sinne der 
vorliegenden Bewegung den Dop- 
pelpunkt in der Richtung der Abb. 7. 
Polkurventangente verschiebt, hat 
f mit der ,,Nachbarkurve“ auBer den absoluten Kreispunkten und dem dreifach 
zahlenden Momentanpol P, noch vier eigentliche Schnittpunkte gemein, die die 
Beriihrpunkte von f mit f, darstellen. Diese Punkte B,;, die man Burmester- 
Punkte™ nennt, durchlaufen in dem betrachteten Augenblick Bahnstellen mit 
finfpunktig bertihrenden Kriimmungskreisen. 

Rechnerisch erhalt man diese Punkte im Schnitt der Scheitelkurve / mit der 
p-Derivierten /’, die sich ebenfalls als zirkulare Kubik erweist. Dies gibt 


Satz 12: In jedem Augenblick einer Bewegung gibt es vier Punkte B,, deren 
Bahnkurven einen fiinfpunktig berithrenden Kriimmungskreis besitzen. Sie gehéren 
der Scheitelkurve f und jener zirkularen Kubik f’ an, die man durch Differentiation 
nach g gewinnt. Die Hiillkurve der Scheitelkurven in 2 besteht aus der Gangpolbahn 
und der Burmester-Kurve“,, (= Ort der Burmester-Punkte in 2). 


Liegt ein Burmester-Punkt in einem symmetrischen Scheitel, so mu8 die Beritthrung 
zwischen Bahnkurve und Kriimmungskreis von ungerader Ordnung sein. Der 
Kriimmungskreis beriihrt an diesen Stellen mindestens sechspunktig. Kine solche 
Stelle wollen wir einen sextaktischen Scheitel nennen. 


Beispiel: Burmester-Punkte der Zykloidenbewegung. Die Scheitel- 
kurve f zerfallt bei der Zykloidenbewegung in die Polkurvennormale und in den 
Kreis x2 + y? — 39 =0 (vgl. Abschnitt 6, 2). Die Differentiation von (28) nach » 
liefert in unserem Sonderfall ‘als Gleichung fiir f’ im (P,, P,)-System 


[233 +2 (3 — 3)] [4 + 34 (3 — 3)] =9, 


besteht mithin aus der Polkurventangentenparallelen 21 — 3 =0 und dem Kreis 
r? + y? — y =0. Ein Burmester-Punkt fallt somit in die Mitte des rollenden Kreises, 


3% : 
wihrend die restlichen drei in den zweiten Doppelpunkt S;, ( ai sy) der Scheitel- 
: ] 
kurve riicken. S, ist mithin ein sextaktischer Scheitel seiner Bahn (0 = 45). 


14 Siehe Anm. 9. 
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8. Pol 5. Ordnung, sextaktische Punkte, S-Kurve, Punkte mit sextaktisehen 
Bahnsehmiegparabeln. 
1. Pol 5. Ordnung. 
Der fiinfte Ableitungsvektor 
z¥ =a’ + Cie? =a’ +14 (2 —a) (37) 
fiihrt nach Drehung, um z/2 und im Systempunkt z befestigt zum fiinften Pol P; 
der Bewegung (fiir den betrachteten Augenblick) 
2+2"i =a+a"i =p;; (38) 


fiir P; verschwindet 2’. 


2. Sextaktische Punkte, S-Kurve. 


Ist fiir einen Systempunkt z der Mittelpunkt des Bahn-Schmiegkegelschnittes 
stationir, so beriihrt der Schmiegkegelschnitt sechspunktig (,,ruhender Schmieg- 
kegelschnitt“). Die Bedingungsgleichung (16) fiir einen solchen sextaktischen 
Punkt lautet im (P,, P,)-System 


[(a, 3%) + (8 LP U3, — 54 + 5 pa — Ps) + 5 (Pa 4)] — 
— 5 (4, Ps) {Us 3%) + (4 DI [3 3%) + (4,2 — Pst + Pat) + 2 C1, Ps)] — 


— Fs pe} =0. (89) 


Diese bizirkulare Quintik wollen wir ,,S-Kurve‘ nennen. Sie wird vom 
Wendekreis in den Doppelpunkten P, und U beriihrt und besitzt keine weiteren 
Punktsingularitaten. Somit gilt 


Satz 13: Jene Punkte eines ebenen, zwangsliufig bewegten Systems, die augen- 
blicklich Stellen mit ,,ruhendem Bahnschmiegkegelschnitt’‘ durchlaufen, erfiillen 
eine bizirkulare Quintik (,,S-Kurve“), die die Gangpolkurve im Momentanpol und 
die Ballsche Kurve im Ballschen Punkt beriihrt. Diese zwei Punkte P, und U sind 
die endlichen Doppelpunkte der S-Kurve, die im allgemeinen vom Geschlecht 2 ist. 


Beispiel: S-Kurve der Zykloidenbewegung. Setzt man in (39) p, =p, =i, 
so erhalt man nach Abspaltung der Polkurvennormalen als Gleichung der S-Kurve 
im (P,, P,)-System 


Big: Gerd as 1)33+533——— (3, 7)? + 8 (3, 1)? + 5 (3, 1) =0. (40) 


Die S-Kurve der Zykloidenbewegung besteht mithin aus der Polkurvennormalen 
und einer zu ihr symmetrischen, bizirkularen Quartik, die im Wendepol P, = U 
einen isolierten Punkt besitzt und daher rational ist. Sie geht aus der Ellipse 
20 x? + 18 y? — 45 =0 durch Inversion am Einheitskreis um P, hervor. Ihr sym- 


metrischer Scheitel 05(3 = =r) besitzt sogar einen achtpunktig beriihrenden Bahn- 
kegelschnitt (Abb. 7). 


1 C. Rodenberg hat in rein abzahlender Weise als Ort aller sextaktischen Punkte fiir einen 
bestimmten Augenblick einer Bewegung eine Kurve achter Ordnung angegeben. Das Abspalten 
der dreifach zu zahlenden Ferngeraden ist bei Rodenbergs Betrachtungsweise nicht in Erschei- 
nung getreten; ebensowenig das weitere Zerfallen der S-Kurve, wenn die ersten fiinf Pole der 
Bewegung in einer Geraden liegen. Siehe C. Rodenberg: Uber die wahrend der Bewegung 
projektiv veranderlicher und starrer Systeme beschriebenen Kurven und Flachen. Nachr. Ges. 
Wiss. Gottingen 8, 176—191 (1888). 
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3. Punkte mit sextaktischer Bahnschmiegparabel. 


Die im Ablauf einer Bewegung auftretenden P-Kurven p besitzen in der bewegten 
Ebene & eine Einhiillende, die zufolge Satz 11 aus der Gangpolkurve, der Ballschen 
Kurve und einer weiteren Hiillkurve p, besteht. Bei einer infinitesimalen Veranderung 
der P-Kurve im Sinne der vorliegenden Bewegung hat p mit der ,,Nachbarkurve“ 
auBer den vierfach zu zihlenden absoluten Kreispunkten, dem Momentanpol und 
dem Ballschen Punkt noch sechs eigentliche Schnittpunkte gemein, die die Beriihr- 
punkte von p mit p, darstellen. Diese Punkte Q; durchlaufen in dem betrachteten 
Augenblick Bahnstellen mit sechspunktig beriihrender Bahnschmiegparabel. 
Rechnerisch erhalt man diese Punkte aus der Gleichung der P-Kurve und ihrer 
gp-Derivierten. Dies gibt 


Satz 14: In jedem Augenblick einer Bewegung gibt es sechs Punkte, deren Bahn- 
kurven eine sextaktische Bahnschmiegparabel besitzen. Sie gehéren der P-Kurve 
und ihrer p-Derivierten an. Die Hiillkurve der P-Kurve in x besteht aus der Gang- 
polkurve, der Ballschen Kurve und dem Ort der Punkte mit sextaktischer Bahn- 
schmiegparabel. 


Beispiel: Punkte mit sextaktischer Bahnschmiegparabel bei der 
Zykloidenbewegung. Nach Abschnitt 7, 3 ist die P-Kurve der Zykloidenbewegung 
eine zur Polkurvennormalen symmetrische, rationale bizirkulare Quartik, die die 
Gangpolkurve im Momentanpol bertihrt und im Wendepol P, einen isolierten Punkt 
besitzt. Eine infinitesimale Veranderung im Sinne der Bewegung bedeutet hier eine 
infinitesimale Drehung um P,. Die P-Kurve hat folglich mit ihrer ,,Nachbarkurve“‘ 
auBer den vierfach zu zahlenden absoluten Kreispunkten, der ebenfalls vierfach zu 
zahlenden Kreismitte und dem Momentanpol P, noch drei eigentliche Punkte Q; 


gemein, von denen nur einer reell ist. Dieser fallt in den bereits erwahnten symmetrischen 


Scheitel Sp (3 = ). Die beiden konjugiert komplexen Punkte Q,; haben die reelle 


Tragergerade 3 (3 — 3) + 47 =0. 


9. Septaktische und oktaktische Punkte. 


Die im Ablauf einer Bewegung auftretenden S-Kurven s besitzen in der bewegten 
Ebene » eine Einhiillende, die aus der Gangpolkurve, der Ballschen Kurve und einer 
weiteren Hiillkurve s, besteht. Eine infinitersimale Veranderung im Sinne der vor- 
liegenden Bewegung verschiebt die Doppelpunkte P, und U in der Richtung je einer 
Tangente von s. Demnach hat s mit der ,,Nachbarkurve“ auf er den je vierfach zu 
zahlenden absoluten Kreispunkten und den je dreifach zu zahlenden Punkten P, 
und U noch elf eigentliche Schnittpunkte gemein, die die Berithrpunkte von s mit s, 
darstellen. Diese elf Punkte S; durchlaufen in dem betrachteten Augenblick Bahn- 
stellen mit siebenpunktig beriihrenden Bahnschmiegkegelschnitten, sollen also 
,septaktische Punkte heiBen. Rechnerisch erhalt man diese Punkte aus der 
Gleichung der S-Kurve und ihrer ¢-Derivierten. 

Satz 15: In jedem Augenblick einer Bewegung gibt es elf, Punkte S;, deren Bahn- 
kurven einen septaktischen Schmiegkegelschnitt besitzen. Sie gehéren der S-Kurve 
und ihrer y-Derivierten an. Die Hiillkurve der S-Kurve in 2 besteht aus der Gang- 
polkurve, der Ballschen Kurve und dem Ort der Punkte mit septaktischen Bahn- 
schmiegkegelschnitten. 

Liegt ein septaktischer Punkt in einem symmetrischen Scheitel, so ist die Bertthrung 
zwischen Bahnkurve und Schmiegkegelschnitt von ungerader Ordnung. Der Bahn- 
schmiegkegelschnitt beriihrt an einer solchen Stelle daher mindest achtpunktig 
(oktaktischer Punkt). 
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Beispiel: Nach Abschnitt 8, 2 besitzt die S-Kurve der Zykloidenbewegung 
einen dreifachen Punkt im Mittelpunkt des rollenden Kreises und vier Doppelpunkte 
(im Momentanpol P,, im symmetrischen Scheitel O, und in den absoluten Kreis- 
punkten). Eine infinitesimale Drehung um die Kreismitte 1aBt diese und die absoluten 
Kreispunkte fest. Die S-Kurve hat daher mit ihrer , Nachbarkurve‘‘ auSer den vier- 
fach zu zahlenden absoluten Kreispunkten, der neunfach zu zaihlenden Kreismitte 
und dem dreifach zu zihlenden Momentanpol noch fiinf eigentliche Schnittpunkte, 
von denen drei in dem symmetrischen Scheitel O, fallen, und zwei konjugiert komplex 
sind. Die reelle Tragergerade der komplexen Punkte hat die Gleichung 


3 (3 — 3) — 162 =0. 
O, ist ein oktaktischer Punkt seiner Bahn. 


10. Polkette. 
Der n-Ableitungsvektor 


zim). — gi) 1 4% ef? — a + (2 — a) a (41) 
fuhrt, nach Drehung um (2 — n) = an z angehangt, zum n-ten Pol P, der Bewegung 
(fiir den betrachteten Augenblick) 

ee gts” = Ogee a (42) 


dieser ist auch durch 2” ='0 gekennzeichnet. Es gilt mithin allgemein 


Satz 16: Ist eine Bewegung mittels des Drehwinkelparameters beschrieben, so 
fallen die Endpunkte samtlicher um 2 — n Rechte geschwenkten und in ihren System- 
punkten z angehefteten n-ten Ableitungsvektoren 2 im n-ten Pol P, zusammen. 


Die Gesamtheit aller Pole einer analytischen Bewegung fir einen bestimmten 
Augenblick nennen wir die zugehorige ,,Polkette‘‘. Die beiden ersten (regularen) 
Glieder der Polkette haben wir bereits als Momentanpol und Wendepol erkannt. 
Um eine geometrische Deutung der héheren Pole zu erhalten, wahlen wir in An- 
lehnung an Abschnitt 5, 3 in der festen Ebene 2, eine Gerade g) und fragen nach 
ihrer Hiillbahn h in 2. go sei in dem der Ebene 2, aufgepragten z-System durch den 
richtungsanzeigenden Einsvektor H =e'* und durch ihren orientierten Ursprungs- 
abstand p festgelegt; p soll positiv sein, wenn die im Sinne von # gerichtete Gerade 
im positiven Sinn um den Nullpunkt A, dreht. Dann lautet die Gleichung von g, 
im festen System (2 + Hip, ZH) =0 oder 


Ez—H2z+2pi=o0, 
und zufolge (18) im bewegten System 


Bt? 3 W Co*? 1.9.9 4c Glee eee (43) 
Ableitung nach y fihrt auf die Gleichung einer Geraden g,’ | gp 
Ble Reet? 3 (he — ba an. (44) 


Jo ist offenbar die Normale der Hiillbahn # von gy und enthalt den 1. Pol P,. Neuer- 
liche Differentiation liefert eine Gerade g,’’, die Normale der von g,’ umhiillten 1. Evolute 
von /; sie enthalt den 1. Kriimmungsmittelpunkt von h und den 2. Pol P,. Standig 
fortfahrend gelangen wir schlieBlich zur Geraden g, 

Hoe? —(— 1" Boe? + 8" (Ha™ — Ba) —0; 


sie ist parallel oder normal zu go, Normale der (n — 1)-ten Evolute von h — tragt 
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also das n-te Kriimmungszentrum von h — und geht durch den n-ten Pol P,,, der 
auf diese Weise eine geometrische Deutung erfahrt. 

Hieraus geht iiberdies hervor, da die Polkette P,, P,, Ps,... vom Koordi- 
natensystem unabhangig und mit der von R. Miller betrachteten Kette der 
Wendepole identisch ist'*. Eine analytische Bewegung % ist durch Angabe der 
Polkette vollstindig bestimmt. 

Berechnet man auf die gleiche Art aus (19) die Polkette der umgekehrten Be- 
wegung §* (wobei zu beachten ist, da nun z eine feste, ¢ hingegen eine veranderliche 
GréBe darstellt), so erhalt man die Polkette P,,* 


p,* = x (7) ak a, (45) 


Zwischen den Polketten von 8 und 8* besteht die einfache involutorische Be- 
ziehung 


pat = (2) (— 1 py (46) 


n 

die man aus (42) und (45) unter Beachtung der Identitat .¥’ (—1)*—1 (7) = | leicht 
tt 

errechnet. 


Die Poltripel P,, P,, P; und P,*, P,*, P,* bilden eine feste Konfiguration. Zu- 

folge (46) gilt namlich 
(Po — Po*): (Ps — Ps*) = 2:3, (47) 

das heiBt die Pole P,, P,*, P;, P;* bilden ein Trapez, dessen Parallelseiten das 
Langenverhaltnis 2:3 aufweisen; P, = P,* liegt in der Mitte der kiirzeren Parallel- 
seite P, P,* (vgl. Abschnitt 5). 

Beispiel: Polkette der niederen Planetenbewegung (Kreisrollung). 
Bewegungsgleichung : 

A= Ge Pelee: 
Polkette: 
Pn =a(1 — 4) et? 9, 

Samtliche Pole liegen in der Polkurvennormalen, und zwar derart, dai die Abstande 
vom Rollkreismittelpunkt A eine geometrische Reihe bilden. Insbesondere ist der 
Wendepol P, invers zur Fixkreismitte beziiglich des Rollkreises. 

Sonderfall: Ellipsenbewegung (2 =— 1). Die Pole fallen abwechselnd mit 
dem WaAlzpunkt und dem Fixkreiszentrum zusammen. 

1. Grenzfall: Kreisevolventenbewegung. Bewegungsgleichung: 

z=riitgpe?+le?; 
Polkette: 
Dp = nT ve! *. 

Die Polabstande vom Kreismittelpunkt bilden eine arithmetische Reihe mit der 
Differenz r. 

2. Grenzfall: Zykloidenbewegung. Bewegungsgleichung: 


Z2=— 7p + Ce; 
Polkette: 
~=—r1rer), p= re - fir. 2 >1. 


Von P, an liegen alle Pole im Mittelpunkt des rollenden Kreises. 


16 R. Miller: Beitrige zur Theorie des ebenen Gelenksvierecks. Z. Math. Physik 42, 250 
(1897). 
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11. Polkurven. 


Die Gesamtheit aller Lagen, die der m-te Pol P,, beim Ablauf der Bewegung B 
im festen System 2, einnimmt, heiBe die ,,m-te Rastpolkurve* c,”, die im bewegten 
System die ,,m-te Gangpolkurve“c™. Bei der Umkehr der Bewegung vertauschen 
cj” und c” ihre Bedeutung. 

co ist nach (42) durch p, =a + 72?—™a™ beschrieben. Ihr n-ter Ableitungs- 
vektor lautet daher 

Pni™ =a” + {2— Mm gm + 2) (48) 


oder zufolge (42) 
Due =i" (Pim+n >, Pn): (49) 
Somit gilt 
Satz 17: Kennt man die ersten n Pole einer zwangslaufigen ebenen Bewegung, 


so lassen sich fiir das m-te Polkurvenpaar die ersten n — m Ableitungsvektoren durch 
elementare Operationen ermitteln, wenn nur n >m. 


Damit lassen sich gema8 Abschnitt 2 alle differentialgeometrischen Fragen tiber 
Tangenten, Kriimmungskreise, Schmiegparabeln, Schmiegkegelschnitte usw. der 
Polkurven auf einfache Weise lésen. 


Fiir die ersten Polkurven 
P, SU-h to. ty = — Oe? =a ean 
ergibt sich die bekannte geometrische Bedeutung als Rollkurvenpaar: Da namlich 
die ersten Ableitungsvektoren 
pe SHO at. a Sle ae pe 

nicht nur gleiche Richtung, sondern auch gleichen Absolutbetrag aufweisen, die 
Pole mithin in beiden Ebenen mit gleicher Geschwindigkeit (y wieder als Zeit gedeutet) 
ihre Lage andern (Polwechselgeschwindigkeit), so kann man die Bewegung $ durch 
Abrollen der Gangpolkurve auf der Rastpolkurve erzeugen. 

Beispiel 1: Polkurvenkrimmungskonstruktion. Die beiden ersten Ab- 


leitungsvektoren der Rastpolkurve sind bei vorliegendem Poltrapez leicht zu finden, 
ist doch zufolge (49) 


Py =o (py — py) py = "(ps pa) 
Daher kann man unter Beriicksichtigung von Satz 1 Kriimmungskreise von Rast- 
und Gangpolbahn folgendermaBen finden: Man teilt die langere Seite P; P,* des 
Poltrapezes durch die Punkte D, D* in drei gleiche Teile (P; D = D D* = D* P,*). 


Die Krimmungszentren K, K* der beiden Polkurven liegen dann auf den Antipolaren 
der Punkte D bzw. D* beziiglich des Kreises tiber dem Durchmesser P, P,*. 


1. Sonderfall: Kriimmungskreiskonstruktion der ersten Polkurven 
des zentrischen Schubkurbelgetriebes in einer Totlage. Abb. 8 zeigt 
eine Totlage der Geradschubkurbel A, A B. Nach dem Hilfssatz Abschnitt 6, 3 
miissen die Pole abwechselnd auf der Fiihrungsgeraden und auf der Bahnnormalen 
des Schiebers B liegen. Da aber die symmetrische Stellung des Mechanismus die 
gesamte Polkette in die Fiihrungsgerade zwingt, liegen alle Pole ungerader Ordnung 
in B. Der Wendepol P, ist invers zum Lager A, beziiglich des Kreises um das Kurbel- 
ende A, der den Momentanpol P, = B enthalt (vgl. Abschnitt 6, 2, Beispiel). Er- 
ganzt man in der Figur das hier ausgeartete Poltrapez, so erkennt man im Wende- 
kreis den Scheitelkritmmungskreis (vierpunktige Beriihrung) der Gangpolkurve; die 
Krimmungsmitte der Rastpolkurve fallt in den Wendepol P,. Bezeichnet a die 
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Kurbel- und k die Koppellange, so gilt mithin fiir die Kriimmungsradien der ersten 
Polkurven in den Totlagen 


2 - +2 
g=kt~... gt =5 (+>) 17 
2. Sonderfall: Krimmungskreise der beiden ersten Polkurven, wenn 
P, auf einer Polkurventangentenparallelen im Abstand drei liegt. 
Die zu Ende Abschnitt 6, 2 erwihnte Tatsache, daB bei genannter spezieller Lage 
von P, die Kriimmungsverhaltnisse 2:1 von Rast- und Gangpolbahn stehen, ist 
nach Gesagtem selbstverstandlich. 


Abb. 8. 


Beispiel 2: Schmiegkegelschnitte der ersten Polkurven des zentri- 
schen Schubkurbelgetriebes in den Totlagen. A beschreibt einen Kreis 
um A, mit der Kurbellainge a als Radius. A, ist mithin Mittelpunkt des Bahnschmieg- 
kegelschnittes von A, so daB nach (34) der 4. Ableitungsvektor der Bahn von A und 
damit die Lage des 4. Poles P, zu finden ist. Die Rechnung liefert fiir die Entfernung 

a. 2 
Rep E 


a 


(da P; = P,) die ersten fiinf Pole bekannt, so daB eine abermalige Anwendung von (34) 


— 3 - (positive Richtung von P, nach P, gezahlt). Nun sind 


17 Kine Ellipsenbewegung, fiir die der Momentanpol in dem betrachteten Augenblick nach B 
fallt und der Punkt A eine den Kurbelkreis hyperoskulierende Ellipse liefert, approximiert die 
yorliegende Schubkurbelbewegung in 3. Ordnung; beide Bewegungen miissen demnach die ersten 
drei Pole gemein haben. Daraus erklart sich die oben beschriebene Lage von P;, P,, P,; und 
das GréBGenverhaltnis 2: 1 der Kriimmungskreise von Rast- und Gangpolkurve in anschaulicher 
Weise. Da sich die genannte Ellipse aus Scheitelkrimmungsradius a und Nebenhalbachse k 
leicht konstruieren l48t, sind die Polkurvenkriimmungen auch auf diesem Wege leicht zu er- 
mitteln. 

Ingenieur-Archiv V, 3. ‘ 18 
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die Mittelpunkte M, M* der Schmiegkegelschnitte von Rast- und Gangpolbahn 
liefert, die jetzt durch Scheitel samt Scheitelkriimmungskreis und Mittelpunkt einfach 
zu konstruieren sind. M liegt in diesem Sonderfall invers zu P,, beziiglich des Kreises 


(P,; P, P,). Analoges gilt fir M*. 


12. Bewegungsapproximation. 


Zusammenfassend kénnen wir sagen: Haben zwei Bewegungen %, und B, 
in einem bestimmten Augenblick die ersten n Pole gemeinsam, so be- 
rihren einander alle Bahnkurven von n-ter Ordnung (mn + 1-punktig). 
Wir sagen, 8, und &, stimmen in n-ter Ordnung tiberein. Soll daher eine vorgegebene 
Bewegung in einem bestimmten Augenblick durch eine andere in n-ter Ordnung 
approximiert werden, so miissen die Polketten der beiden Bewegungen in ihren ersten 
nm Gliedern iibereinstimmen. Man kann zu einer solchen Approximation mit vorge- 
schriebener Genauigkeit jede Bewegung heranziehen, deren ersten m Pole voneinander 
unabhangig sind. Als besonders vorteilhaft zufolge ihrer leichten Handhabung und 
der Moglichkeit einer technischen Verwirklichung erweisen sich dabei die héheren 
Planetenbewegungen. Aus der Bewegungsgleichung einer n-stufigen Planeten- 


bewegung 
all 


Z = S'a,ee? + Ce, (50) 
i 


he =O; Nye Ape 


ergeben sich die ersten n Glieder der Polkette mit 


n—1 J ; 
p> aaah ae (51) 
k=0 
Bei gegebenen p; und nach willkiirlicher Wahl der 4, stellt (51) ein System von 
n linearen Gleichungen fiir die Unbekannten a, dar. Die Determinante des Systems 


iad Eee iene oh at Se 1 rng ake Bs et on oes 1 

Kah es eed een 1. ee eee 

1 Arms | (65 9) 8 ie ey ale hare 
n ___ an n—1 an—1 

|e ar Matera 1a, os aaa 


ist eine Vandermondsche Determinante und daher unter den getroffenen Voraus- 
setzungen sicher von Null verschieden, so daf durch das Gleichungssystem (58) die 
komplexen Zahlen a,, die als Vektoren aufgefaBt, die Anfangslagen der Glieder des 
erzeugenden Gelenkpolygons darstellen, eindeutig bestimmt sind. Wahlt man die 
Verhaltnisse 2, und damit die Geschwindigkeitsverhaltnisse der einzelnen Stabe 
rational, so kann die approximierende Planetenbewegung durch ein Zahngetriebe 
verwirklicht werden. 

Jede analytische zwangslaufige Bewegung in der Ebene l48t sich mithin — jeweils 
noch auf mannigfache Weise — durch Planetenbewegungen n-ter Stufe in n-ter Ordnung 
approximieren, derart, da ihre samtlichen Bahnkurven von den Bahnen der 
Ersatzbewegung (Radlinien n-ter Stufe) (m + 1)-punktig beriihrt werden!8. 


_ +8 W. Wunderlich weist in einer zweiten Arbeit ,,Héhere Radlinien als Naherungskurven“, 
Osterr. Ing.-Arch. 4, H. 1 (1950), auf die Méglichkeit hin, beliebige, auch nicht analytische 
ebene Einzelkurven durch héhere Radlinien beliebig genau zu approximieren. Hierbei liegt 
offensichtlich eine etwas andere Problemstellung vor. 

(Bingegangen am 13. Marz 1951.) 
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Die Stabilitat der Schwingungen in zwei hintereinander liegenden 
Wasserschloéssern. 
Von 
Walter Jurecka, Kaprun, Osterreich. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Ausgehend von den bekannten dynamischen Grundgleichungen des 
schwingungsfahigen Systems und den beiden Kontinuitatsgleichungen, wird unter Verwendung 
der Regulierungsgleichung fiir den Fall der Regelung auf konstante Leistung eine nichtlinieare 
und nichthomogene Differentialgleichung 4. Ordnung abgeleitet, die den Schwingungsvorgang 
vollstandig beschreibt. Fir den Fall kleiner Schwingungen geht diese Differentialgleichung in 
eine lineare und homogene Form iiber. Bei groBen Schwingungen wird nur der Fall plétzlicher 
Offnung betrachtet und die Differentialgleichung in eine soleche mit schwach verdnderlichen 
Koeffizienten tibergefiihrt. Annahmen tuber die méglichen maximalen Schwingungsausschlage 
fiihren wieder auf die lineare und homogene Form. Die Anwendung der iiblichen Stabilitats- 
kriterien schwingungsfahiger Systeme ergibt schlieBlich fiir die beiden Falle (mit kleinen und 
groBen Schwingungen) je eine notwendige Bedingung fir die maximal zulassige Gro8e der 
Reibungsverluste im stationaren Zustand und je zwei hinreichende Bedingungen fir die erforder- 
lichen WasserschloBquerschnitte. Diese Bedingungen entsprechen den wtiblichen Thoma-Bedin- 
gungen am einfachen WasserschloB. Das nachfolgende Beispiel zeigt die Anwendung der so 
gewonnenen Stabilitatsbedingungen auf einen der Praxis entnommenen Fall zweier hintereinander 
liegender Wasserschlosser. 


Summary. Departing from the well-known fundamental dynamic equations of an oscillating 
system and from the two continuity equations, and using the equation of regulation for constant 
output, a non-linear and non-homogeneous differential equation of the 4th order is derived which 
describes completely the oscillating process. In case of small oscillations this differential equation 
is transformed into a linear and homogeneous form. Concerning great oscillations, only the case 
of sudden opening is treated and the differential equation is put into the form of an equation 
with flimsily variable coefficients. Hypotheses about the possible maximum amplitudes lead 
back to the linear and homogeneous form. Finally the application of the usual stability criteria 
of oscillating systems gives for both cases (small and great oscillations) the necessary conditions 
for the admissible highest value of the friction losses in the stationary state, and two adequate 
conditions for the required forebay cross-sections. These conditions correspond to the usual 
Thoma conditions referring to the simple forebay. An exemple points out the use of the obtained 
stability conditions in a case taken from the practice of two forebays laying in series. 


Résumé. En partant des équations fondamentales dynamiques connues d’un systéme oscillant 
et des deux équations de continuité, et en employant l’équation de réglage en vue d’un rendement 
constant, une équation non-linéaire et non-homogéne du 4me ordre est développée, impliquant 
totalement l’événement d’oscillation. En cas de petites oscillations cette équation se transforme 
dans une équation différentielle linéaire et homogéne. En ce qui concerne les oscillations fortes, 
seulement le cas de ouverture soudaine est examiné et ’équation différentielle est transformée 
dans une autre ayant des coefficients légérement variables. Des hypothéses sur les amplitudes 
maxima possibles aménent aussi & la forme linéaire et homogéne. L’emploi des critéres usuels 
de stabilité des systémes oscillants conduit enfin pour chacun des deux cas (petites et fortes 
oscillations) & une condition essentielle pour la grandeur maximum des pertes de friction admissibles 
dans état stationnaire et & deux conditions suffisantes pour les sections nécessaires du chateau 
d’eau. Ces conditions correspondent aux conditions usuelles de Thoma pour le chateau d’eau 
simple. Un exemple suivant tiré de la pratique de deux chateaux d’eau situés l'un derriére 
Vautre, explique l’emploi des conditions de stabilité ainsi obtenues. z 


Die Bestimmung des Verlaufes der Schwingungen eines Systems von zwei hinter- 
einander liegenden, zwischen dem Stauraum und der Kraftzentrale eines Hochdruck- 
Wasserkraftwerkes an beliebiger Stelle der Triebwasserfiihrung eingeschalteten 
Wasserschléssern ist schon seit langem bekannt. Die diesen Schwingungsvorgang 
bestimmenden Differentialgleichungen! erlauben es, den zeitlichen Verlauf und die 


1 Ph. Forchheimer: Hydraulik. Berlin. 1914; 3. Aufl. 1930. 
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extremen Spiegellagen auf numerischem? oder graphischem* Wege zu ermitteln. 
Beziiglich der Stabilitat dieser verhaltnismaBig selten zur praktischen Anwendung 
kommenden Anordnung liegt nur eine Arbeit vor, in der sich deren Verfasser auf 
den Sonderfall gleicher Querschnitts- und Rauhigkeitsverhaltnisse der Stollenteile 
zwischen Speicher und WasserschloB I einerseits und zwischen den Wasserschliéssern [ 
und II anderseits beschrankt, wobei auch nur kleine Schwingungen beriicksichtigt 
werden. 

Eine Erweiterung dieser Betrachtungen auf querschnittsmaBig und hydraulisch 
ungleiche Stollenteile sowie auf die Stabilitat endlicher Schwingungen ist Aufgabe 
dieser Untersuchung. Sie wurde vom Verfasser fiir einen speziellen, im Rahmen der 
Oberstufe des Tauernkraftwerkes Glockner-Kaprun auftretenden Fall durchgefihrt. 


i fy a N ph Fs ap a i ea it Ss, 4 Sy. ee ee 
oe | : , s 
i ee Wie Sane pee 
y AP rr, A 
=f}: i} N 
: Z, ! ly N 
Spercher \ , 2 ] eee : pea 
sy 
) . Sige el cseatal| 
wae - Y; y 
\ hn ty | = B = 
1 Ss Tel! I SN =x I 
\ | = See . lion 
See SSSI In2*W, : Ne 
i} K 
Raulugkelt ky hauligkett kz Hy 
oy Sp 
Abb. 1. 


1. Die Aufstellung der Differentialgleichung. 
Mit den Bezeichnungen: 
L, (L,) ... Lange des Stollenteiles I (II) in m, 


/, (fo) ... Querschnitt des Stollenteiles I (II) in m2, 
F, (F,) ... Querschnitt des Wasserschlosses I (II) in m?, 
k, (k) ... Reibungsbeiwert des Stollens I (II) pro Langeneinheit, 
Um1 (Uma)... Wassergeschwindigkeit im Stollen I (II) im stationaren Zustand in 
m/sec, 
Zm1 (2m) --- Reibungsverlust im Stollen I (II) im stationaren Zustand in m, 


— 2 “4 =A 
Samy = hy Ly Um, Zme = ky Le Vins? 


konnen die auftretenden Schwingungen z, (z,), die die Stabilitat des durch den 

Turbinenregler auf konstante Leistungsabgabe eingeregelten Systems. beeinflussen 

als Uberlagerung des stationaren Zustandes z,,; (2,2) mit den Spiegelbewegungen s, (s 

aufgefaBt werden (Abb. 1). an 
Dies ergibt: 

2 =2m1 +8 und % =2me + 82 (1) 


2 Frank-Schuller: Schwingungen in den Zuleitungs- und Ableitungskanal 
kraftanlagen. Berlin. 1938. : Se ate eee 
3 A. K. Schoklitsch: Graphische Hydraulik. Leipzig. 1922. 
4 W. Straubel: Zur Theorie gekuppelter Wasserschlésser bei selbsttati lt i 
anlagen. Wasserkr. u. Wasserwirtsch. (1943). Seed anne 
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und dementsprechend die Uberlagerungsgleichungen der Geschwindigkeiten: 


om Ope Ugg. ys UN | 20 == Val WD). (2) 
Qo =fi Umi =fe%me ? (3) 
folgt im stationaren Zustand fiir das Nutzgefille H,,: 
Hm = Hy — (m1 + 2m) = Hy — (ky Ly Um? + hy Ly Um 9") (4) 
und fiir die konstante Leistungsabgabe: 
N =yQ,Hn 0. (5) 


Bei Anderung der Fallhéhe von H,, auf H,, — s, und Einhaltung konstanter Leistungs- 
abgabe ergibt sich die zugehorige Wassermenge Q unter Verwendung von (3) und 
unter Annahme konstanten Wirkungsgrades 7 zu: 


ao 1 
Q = melas, = Umafe meee (6) 


Aus den dynamischen Grundgleichungen® 
ey aed 
g dt g dt 


folgen unter Beriicksichtigung der Konstanz von v,,, und v,,. und der Gl. (1) und (2) 
sowie der Beziehungen 


ky Ly oP = ky Ly (Umy + Wy)? = 2m1 + 2 hy Ly Om Wy + hy L, w, | 2S 
ky Le 0? =k, Le (Uma + We)? =2me + 2 hy Ly Umg We + hy Ly we? | 7) 


= 2, = he de, 0,7 und =2, — k, L, v.? 


die der weiteren Ermittlung zugrunde liegenden dynamischen Grundgleichungen zu: 


2 ee = 8, — 2k, Lm, — kh, DL, wi, (8) 
3 = = $, — 8 — 2 ky Le Une We — ke Ly w.?. (9) 
Aus den Kontinuitatsgleichungen: 
Bie Nite fv, und PS = @ fro, = PGE, 


die wegen der etwas gednderten und nach Abb. 1 definierten Bezeichnungsweise 
von den von Forchheimer angegebenen Gleichungen etwas abweichen, folgen mit (1) 
und (2) unter Verwendung der Regulierungsgleichung (6) und unter Beriicksichtigung 
der Konstanz von Z,, und 2m, die der weiteren Rechnung zugrunde liegenden 


Kontinuitatsgleichungen : 
ds 
Py = hee — fe (10) 


iE ds 8 
he di = m2 a, We: (11) 


Fir die weitere Rechnung werden als Vergleichswerte fiir die beiden Wasser- 
schloSquerschnitte F, und F, die zu dem jeweiligen Stollenteil gehérigen Thoma- 
Querschnitte 7, und 7’, eingefiihrt, namlich: 


sis aoa und T. os st (12) 


5 Siehe Anm. 1. 
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sowie die folgenden Verhaltniswerte angenommen: 


1 
Fi=147,; F,= mT; h=@he m1 = gy mes 


ELLA EOS DS eae eee 


(13) 


Da es auBerdem bei dem vorliegenden Stabilitatsproblem nur auf die Schwingungs- 
amplituden, nicht aber auf den zeitlichen Verlauf des Schwingungsvorganges an- 


; : 1 Lees : 3 
kommt, wird mit 7 = 29 ky Um,t und 7-=29 kh, Um. q, eine neue (dimensionslose) 


unabhangige Veranderliche eingefiihrt und die Voraussetzung gemacht, daf Ableitungen 


nach t mit Strichen (’) bezeichnet werden. 
Unter Verwendung von (13) folgt dann aus (8): 


eS 
ae Dh, bin V ao te Oo ees Qkhely wig ly = | os OP 


und aus (9): 
2 ky Le Um: We = Sq — 8 — Why Leg Vg We — hy Ly we? 
sowie unter Verwendung von (12) und (13) aus (10): 
(22 D 
MH, 8 ae Vas Ye 


sowie aus (11): 
82 


Um2 1 
n So = 4” 
2 Eis 2 m2 He — Sy 


Ferner ergibt sich aus (17): 
83 Ume , 
We =v —Negaz 8 
aT Am Ay, ep ee a ee 


' Hn 85" Um2 1! 
Wy =v Ti it : 
2 me ee, 7 pel So 


und aus (16) unter Verwendung von (18): 


1 Se Na” Vino nN, v 
WwW, = Um2 ai 7 a — 1 Bee ca 
vp m— 8 P m a, m, 
Wee 1 7 Hm, 89 ts) Uma ra Ny Ume Pa 
ita m2 ; ; i 
W2 in, — 8» Hm, — 82 Y Ey, 4 % ny x 


SchlieBlich erhalt man aus (14) und (19): 


/ i Y vr / 
N89 + A8,'+ Bs,+-- 1,8," +Cs,'+Ds,=0, 


wobei: 
] Se" H s H, 2 
A bd (1 ee 2 | ™ _ 2 j=( m 
"29 2 Me Ties Hm— 82, Hm Hm — 82] ’ 
A 1 H s 
Wipe “63 m =( m 2 
P Lin = 85 : r 2 ii 85 17 i 
H 8 1 Q , 8.’ 
C=K (1 m 2 = pe 2 
aca 2 F8G SRes  eae ARa We rr ss se SY 2p 
oe ph Ein 
ae ey 


Ebenso folgt aus (15) und (18): 


Hm 
ge 8, = iy Sy 0 =+ Es,’ + F'ss 
m2 


oe Ie les oF pe Ee eL ie 
Bai. + go ae gue ea 


F= 


Hin, jal 1 ( Joh y So 
2 2m Hy, — 8, 2 Hin — 8 dale 
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Wird Gl. (21) zweimal differenziert, so erhalt man: 


raipa / rr vr / {3 / 
Deg 8 = M282 + Hs.°-+ (H’+ F)s,’+F’ s,, (22 a) 
Ja bes 8 aes n 8 TV Es hee (2 H’ + F) ee BK” Day ie / (Be 22b 
Q2me 2 282 2 82 (i )So + F's, (22b) 
wobei: 
; pales = H 85° Og Ee 
cae) | SER ee. 4 9 m Pid 2 2 
= ress [ns © Hy, = 83 Hn 2 Ay,” ee ”) 
Sh Pm Vale 1 $ 82° is 
e =(2n, ee al ae r 
H., H. 2 8 4 n 2 8 4st 
iy SPA) m m 2 2 2 ¢ 
eee lr ee) a Hy,’ aah) 
t Te é 82" 1 ! Ay 
= + Gian) Hi, ls ia Hy, — 8, ) (a ) 
i A 3 Ef Sa fel Ca ak H Sau 
Pegg) atta) trten + ac) 
Aim — 82 : ae Ein, — 82 Hin Ain — 82 2 m8 Hin — 8% Hin” ee 2» 


Die beiden simultanen Differentialgleichungen 2. Ordnung (20) und (21) lassen 
sich untér Verwendung von (22), (23) und (24) zu einer Differentialgleichung 4. Ordnung 
zusammenfassen, die die Gestalt 


Siek as,” +68, -+-¢s;'-+d=0 (25) 
hat und die Koeffizienten 


ee faa - (25 a) 
mars Pees Hy (2H +F)+CH +n,D), (25 b) 
Te ore A+ 17, (E+ 2F’) + O(E + F) +D4#, (25¢) 
err yes B+n2F' +CF +DF (25d) 


enthalt. Es ist dies die Differentialgleichung der im Wasserschlo8 II auftretenden 
Schwingung mit den Amplituden s,, die bei Regulierung der Turbinenanlage auf 
konstante Leistung auftritt und durch den Schwingungsvorgang im WasserschloB I 
beeinflu8t wird. Die so ermittelte Differentialgleichung (25) ist weder homogen noch 
linear und entzieht sich in dieser Form der praktischen Auflésung. Es ist nunmehr 
Aufgabe der weiteren Untersuchungen, durch passende Naherungsannahmen die 
Differentialgleichung so umzuformen, da sie die Gestalt einer linearen und homogenen 
Differentialgleichung 4. Ordnung annimmt. 


2. Losung ftir den Fall kleiner Schwingungen. 


Wird in diesem Falle s, < H,, angenommen, so ergibt sich nach der Naherungs- 


=1-+ 2: 


formel: 7 


yo ie (26) 


und werden ferner, wie dies in dem Fall durchaus zulassig erscheint, Potenzen von 
hoherer als 1. Ordnung in der Unbekannten vernachlassigt, so erhalt man fir 


A SN, — 1, (20a/1) 


iD, W. Jurecka: 


B=—-, (20b/1) 
@ Ming (20 ¢/1) 
Dayne ena 
pie eae Be (21a/1) 
Be oa Bae (21 b/1) 


Wegen der nunmehr vorhandenen Konstanz von # und F vereinfachen sich die 
Koeffizienten a, b, c und d der Differentialgleichung (25) zu: 


1 


Ong oa a | (25 a/1) 
b= 7, i (5+ 72a) + = a 1—=) +=, (25/1) 
C= = an E a ae a (|, aE —4)| ne ( am — 1), (25 ¢/1) 
oe Tea a (2 ie 4-3) (25 d/1) 


Mit diesen Koeffizienten nach (25a—d/1) ist die Differentialgleichung (25) homogen 
und linear geworden und kann nach dem unter Ziffer 4 beschriebenen Verfahren zur 
Gewinnung von Stabilitatskriterien herangezogen werden. 


3. Lésung fiir den Fall endlicher Schwingungen. 


Die fiir den Fall kleiner Schwingungen zur Anwendung gekommenen zwei Ver- 
nachlassigungen, namlich 


1. die Annahme der Kleinheit von s, gegeniiber H,, und 
2. die Vernachlassigung von Potenzen hodherer als 1. Ordnung 


in der Differentialgleichung der Unbekannten bedeutet, wie ein Vergleich der Aus- 
driicke (20a—d) und (21a—b) mit den Ausdriicken (20a—d/1) und (21a—b/1) lehrt, 
nichts anderes als die naherungsweise Vorwegnahme der Lésung s, zur Bestimmung 
der ,,schwach veranderlichen‘‘ Koeffizienten a, b, c und d. Im Falle kleiner Schwin- 
gungen wird hierfitir die Lésung s, =0 und damit s,’ =0 und s,’ =0 postuliert. 


Fir den Fall endlicher Schwingungen wird, in Anlehnung an das durch K. Karasé® 
berichtigte Naherungsverfahren, von J. Schiller? nur der Fall plétzlicher 
Offnung untersucht und hierbei, entsprechend dem Fall kleiner Schwingungen, 
die folgenden Annahmen gemacht: 

Yah, § 8 \2 
if 6 <H,3 g 2 1+ a. + (#4) ate (26 a) 

2. Naherungsweise Bestimmung derjenigen Glieder in den Koeffizienten (25a—d), 
die die Linearitat der Differentialgleichung (25) storen’. Hierzu werden die weiter 
folgenden Annahmen gemacht: 


° K. Karas: Rechnerische Ermittlung der Spiegelbewegung gedampfter Wasserschlésser. 
Ing.-Arch. (1941). 

’ J. Schiller: Eine wirtschaftliche WasserschloBform. Schweiz. Bauztg. (1927). 

8 Die Zulassigkeit dieses Schlusses von dem von J. Schiller vorgeschlagenen Naherungs- 
verfahren fir das einfache Wasserschlo8 auf das vorliegende WasserschloBsystem wird hierbei 
vorausgesetzt. 
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a) Nach J. Schiiller kann fiir den Fall plotzlicher Spiegelsenkung s, im Wasser- 
schloB II in Gl. (17) die zusatzliche Stollengeschwindigkeit w, gegeniiber den anderen 
Gliedern vernachlassigt, werden und man erhilt: 

S54 1 V5 bye Ss 
Ey ae Ng Hin, — 82 Hin,” 


(27) 


b) Mit K. Karas wird die Voraussetzung getroffen, daB die Senkung des Spiegels 
im WasserschloB IT nur bis zu dessen Boden erfolgen kann. Fiihrt man Hz als Hohe 
des WasserschloBbodens (mit gleichem unterem Ausgangspunkt wie H,,,) in die 
Rechnung ein, so erhalt man: 


82 max =H» —Hp=BH», oder 7'- =8. (28) 


c) Die Vernachlassigung von Potenzen héherer Ordnung von te =f in allen 
Ausdriicken. ‘ 


Die folgende Rechnung wird in bezug auf Punkt 2c unter Vernachlassigung 
von Potenzen hoherer als 1. Ordnung in 8 durchgefiihrt, wobei die Zulassigkeit dieser 
Vereinfachung, besonders wenn die Bruttofallhohe relativ klein ist, in jedem Falle 
gesondert zu tiberpriifen sein wird. Gegebenenfalls waren unschwer auch hdhere 
Potenzen von £ zu beriicksichtigen. 


Mit 


ns =1+8; (a=) =1-+ 26; (qs) =1+38 usw. (28) 
erhalt man durch zweimalige Differentiation von (27) 
at ae are eee (27) 
Hy = ag (uta) Be sar (27 b) 
Wie ~ ag (Mya) Bey Pa) = ae we 


Die gema8 Punkt 3, 4 und 5 getroffenen und in (27a—c) und (28) formulierten An- 
nahmen bilden auch hier wieder das Postulat der Lésungen fiir die Werte von s, und 
dessen Ableitungen, die es ermoéglichen, die Differentialgleichung (25) auf eine lineare 
und homogene Form zu bringen. 


Unter Verwendung der zitierten Ausdriicke erhalt man aus (20a—b) 


A=m,—(1+58)-(1+26), (20/2) 
ia | 3 6 
Baa (1 LS p); (20b/2) 
ferner aus (21a), (23a) und (23b) 

E ial ! > 6) (1 + 28), (21a/2) 
E' =($ -=) B, (23.a/2) 
Serene) ea 

und schlieBlich aus (21b), (24a) und (24b) 
Mi = (1 | > 6), (21 b/2) 
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3 8 

Fa (24 a/2) 
i 3 8 

De ae (24 b/2) 


Sis Soe (22 a/2) 


Hy, No 


ermitteln und man erhalt schlieBlich aus (20c): 


Lens Os, 

0 =n, (1-57 28). (20 ¢/2) 
Ware f als sehr klein gegentiber 1 anzunehmen, so kénnten in den Ausdriicken 
fir A, B, C, E und F auch noch die Werte von § vernachlassigt werden, das heibt 
es kénnte fiir die Ermittlung dieser Koeffizienten der Wert s, =0 vorausgesetzt 
werden und es ergaben sich damit die gleichen Ausdriicke, wie sie im Falle kleiner 


Schwingungen unter den gleichen Voraussetzungen abgeleitet worden sind. 


Nach Auswertung der allgemeinen Formeln (25a—d) erhalt man: 


1 x 1 2 1 nm 

a= (m1) +2+(5-G, eat) B (25 a/2) 
6 un A ES Te rk lala Lan x 

oars 2 Zme2 ; ca) fen bes aie mat 
ep lie 4 x 1 1 /% Ny 
tila Poe ee) eee (25/2) 
la Me ( | xd % x ( ee A x 1 1h 3 

EG NM, 22me LY? LA me \Q | reel . P Ng ( 2 2m 


ih, el 1 / x nh ya | 7) 1 /n, \2 
cade m ay Ae 1 ares 
: ln, ala (ge tra) ee =) x (at) | 


x 2 1 1 2 
ea mal ! ae ng? & Pas UB 2|\8, (25 ¢/2) 
a = Him Ein pa gh x 3 
d PN, 2Lms ae la +=\(1+56)— 
My 32m 1 @ 
a ee ie ron 1) 6}. (25 d/2) 


Die Differentialgleichung (25) ist damit ebenfalls linear und homogen geworden, 
und es ist nunmehr méglich, auch fiir diesen Fall endlicher Schwingungen wenigstens 
naherungsweise Kriterien fiir die Stabilitat zu gewinnen. 


4. Allgemeine Diskussion der Lésung der linearen und homogenen > 


Differentialgleichung 4. Ordnung. 


Die Differentialgleichung 4. Ordnung (25) wird mit dem Ansatz S = 8 an 
gelést und fiihrt auf die charakteristische Gleichung 


mtartbrticrtd=0. (29) 


Der durch diese Differentialgleichung beschriebene Schwingungsvorgang ist nur 
dann gedimpft, das heift das Wasserschlo8 ist nur dann als stabil zu bezeichnen, 
wenn die Lésungen der charakteristischen Gleichung simtlich nur negative Realteile 
besitzen. Dieser Bedingung ist dann entsprochen, wenn die Hurwitzschen Kriterien® 


* Frank-Mises: Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik 
Braunschweig. 1930. 
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erfiillt sind. Diese lauten, fiir den Fall der charakteristischen Gleichung 4. Grades 
angeschrieben, wie folgt: 


1. Alle vier Koeffizienten a, b, c und d miissen positiv sein, das hei®bt 


NP Gare SO 3 US Can UR, Aol | (30) 
2. Alle Determinanten der nachstehenden Matrix, die mit __ | bezeichnet sind, 
miissen positiv sein. 
0:0 
ue d 0 
— A (31) 
a estas 
Oder ausgeschrieben: 
a >0, (31a) 
ab—c=0, (31b) 
abe—?—@d=0, (34.6) 
) 


le 

abcd =0. (31d 

Bei Erfiillung der Bedingungen (30) sind die Bedingungen (31a) und (31d) automatisch 
erfillt und wegen ab —c = —— aus (31c) ist bei der Erfillung dieser Bedingung 


auch der Bedingung (31b) Geniige getan. Um das WasserschloBsystem stabil zu halten, 
sind daher die Bedingungen (30) und (31c) zu erfiillen. 


5. Diskussion der Loésung ftir kleine Schwingungen. 


Da definitionsgema8 [nach (13)] die Relativwerte y, x, n,, %, und A sowie sacs 
stets positiv sind und da, ebenfalls nach (13), + 1 >A > 0 ist, ergibt die Anwendung 
der Bedingung (30) auf den Koeffizienten d nach (25d/1): 
gh Oh} pa x 
1—A 2emo Tae ae 
Nach Umordnung erhalt man dann unter Verwendung von (13): 
eit = 2 (Zm1 a Zm 2)» (32) 


das heiBt: ,,Die gesamten Reibungsverluste miissen kleiner sein als die halbe Nutz- 
fallhdhe oder — wegen (4) — kleiner als ein Drittel der Bruttofallhéhe.“‘ Man ver- 
gleiche in diesem Zusammenhang die gleiche Bedingung fiir das einfache Wasser- 
schloB, wie sie von D. Thoma!® abgeleitet wurde. 

Die Anwendung der Bedingung (30) auf den Koeffizienten a nach (25a/1) fiihrt zu: 


zal): 


1 " 
CO): ee ee 
oder: 
YP 


Damit ist der notwendige Mindestquerschnitt des Wasserschlosses I fiir die Dampfung 
kleiner Schwingungen gefunden. Er ergibt sich mit (12) zu: 


Up fe 
a re 2g ke Hin Se 


10 }. Thoma: Beitrige zur Theorie des Wasserschlosses bei selbsttatig geregelten Turbinen- 
anlagen. Miinchen. 1910. 
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Werden mit dem tatsachlich vorhandenen Wert ,* (n.* > 2) die Koeffizienten a, 
b und c nach den Formeln (25a/1), (25b/1) und (25c/1) ermittelt, so ergibt die Er- 
fiillung der Bedingungen (30) und (31c) drei Werte fiir ,, deren groBter fur die Be- 
messung des Wasserschlosses I mit 


f 
F, = 11 max TD (35) 


magebend ist. Die allgemeine Auswertung der Bedingungen (30) und (31c) fiir diesen 
Fall ist so langwierig und fiihrt infolge der Vielzahl der die Stabilitat beeinflussenden 
Koeffizienten zu keinem allgemeinen Kriterium, so daf auf eine solche Behandlung 
hier verzichtet wird. 


6. Diskussion der Loésung fiir endliche Schwingungen. 


Wie im Punkt 5, ergibt sich fiir den Koeffizienten d aus (25d/2) unter Beriicksichti- 
gung der Bedingung (30): 
H A A x 8) Ns oe 1 
ee ee 
Da speziell bei Hochdruckanlagen z,,. gegeniiber H,, als klein anzusehen ist, kann 
der letzte Summand von (36) als von zweiter Kleinheitsordnung betrachtet und dem- 
gemaB vernachlassigt werden. Man erhalt dann nach Umordnung unter Verwendung 
von (13): 


Hm 22 (ems + 2m2) (1 +38) (36a) 
oder unter Verwendung von (4): ; 
Hy z= 3 (m1 + 2 m2) (1 +B); (36 b) 


das heiBt: ,,Die gesamten, mit dem Faktor (1 + f) multiplizierten Reibungsverluste 
miissen kleiner sein als ein Drittel der Bruttofallhéhe.‘‘ Diese Bedingung entspricht 
der Thoma-Bedingung fiir den Fall kleiner Schwingungen. 

Die Anwendung des Kriteriums (30) auf die Koeffizienten a, b und ¢ sowie die 
Erfiillung der Bedingung (31c) iiberpriift man schlieBlich am zweckmaBigsten zahlen- 
maBig unter Verwendung der fiir die Ausfithrung tatsachlich vorgesehenen Verhaltnis- 
werte n,* >n, und n,* >n, in den Formeln (25a/2), (25b/2) und (25c/2), da eine 
allgemeine Auswertung, insbesondere des Kriteriums (3lc), recht umstandlich ist, 
ohne besondere neue Erkenntnisse zu liefern. 


7. Ein Beispiel: Zwei hintereinander liegende Wasserschlésser beim 
Tauernkraftwerk Glockner-Kaprun. 


Der Speicher der Oberstufe des Tauernkraftwerkes Glockner-Kaprun auf dem 
Mooserboden mit 84000000 m? Nutzinhalt ist im Regeljahr durch die Zufliisse seines 
natiirlichen Einzugsgebietes nicht auf sein volles Stauziel auf Kote 2035:00 m (i. d. 
A.M.) aufzufiillen. Da die Abfliisse des westlich des Kapruner Tales gelegenen Stubach- 
tales durch eine Kraftwerksgruppe der Osterr. Bundesbahnen ausgeniitzt sind und 
das éstlich benachbarte Fuscher Tal topographisch um einige Hunderte von Metern 
tiefer liegt, muB diese Erginzung des Einzugsgebietes im wesentlichen siidlich des 
Alpenhauptkammes gefunden werden, wobei sich als Hauptzubringer der Mollflu8 
anbietet, in dessen Oberlauf eine wirtschaftlich gerechtfertigte Abarbeitung des 
abflieBenden Wassers mangels geeigneter, von der Natur vorgebildeter GroBspeicher- 
raume nicht moglich erscheint. Der Mollflu8, der am FuBe des GroSglockners aus 
der Zunge des Pasterzengletschers entspringt, kann infolge der tiefen topographischen 
Lage dieses Gletschers nicht oberhalb des Stauzieles des Mooserbodenspeichers gefaft 
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werden. Die Fassung der Moll erfolgt daher in einem kleinen Staubecken, dem Speicher 
Margaritze, mit Stauziel auf Kote 2000-00 m und rund 3000000 m3 Nutzinhalt, von 
wo das gefaBte Wasser bei niedriger Spiegellage im Speicher Mooserboden durch den 
nahezu 12 km langen Mélliiberleitungsstollen frei itberrinnen kann, oder bei héheren 
Spiegellagen in den Mooserbodenspeicher gepumpt werden mu8. Diese Tatsache zwingt 
zur Anordnung einer unterirdischen Pumpenstation, welcher fiir den Anfahr- und Abstell- 
vorgang der Pumpen ein Wasserschlo& vorgeschaltet werden mu8. Der Steigschacht- 
querschnitt dieses mit einer unteren und einer oberen Kammer ausgeriisteten Zwei- 
kammerwasserschlosses bestimmt sich aus der Thoma-Bedingung fiir die Stabilitat 
eines Schachtwasserschlosses an einer Pumpenleitung und wurde hieraus unter Be- 
ricksichtigung der iiblichen Sicherheitsbeiwerte zu 22°20 m2 bestimmt. 
Das im Speicher Mooser- 


boden fiir die Verwendung ie SS 
wahrend der Zeit der Spitzen- 8 % N N s 8 
belastung des Osterr. Verbund- con N S S ¥u8 ae 
netzes aufgespeicherte Wasser we ~ SS & SN NS 
wird im Krafthaus der Ober- S NS 3 NES ANN 
stufe abgearbeitet, das sich vor Rk & 8 & S ny 8 RR 
der Limbergsperre _ befindet. S 8 035» Se S&S 
Hierzu wird, wie iiblich, am Nui SS 
oberen Ende des Druckschach- 8& ! 

tes oberhalb des Krafthauses ; 1672 
ein weiteres Zweikammer- ! 
wasserschloB errichtet, dessen 1500 . 
Steigschachtquerschnitt mit - ia 
Riicksicht. auf die Thomasche Abb. 2. 


Stabilitatsbedingung und unter 
Kinhaltung iiblicher Sicherheitskoeffizienten mit 9°80 m? bestimmt wurde (Abb. 2). 
Durch ein einfaches Schaltmanéver im nahe des Mooserbodenspeichers situierten 
Mollpumpwerkes, wo sich der Molliiberleitungsstollen mit dem Druckstollen der Ober- 
stufe kreuzt, ist es méglich, mit dem im Speicher Margaritze aufgespeicherten Wasser 
eine der beiden, auf je 50 MW Leistungsabgabe und 18:0 m/sec. Schluckfahigkeit 
dimensionierten Maschinensatze im Krafthaus der Oberstufe direkt zu _ betreiben, 
ohne daB fiir das Pumpen des UberschufSwassers in den Speicher Mooserboden Energie 
aufgewendet werden mu8. In diesem besonderen Falle sind in die vom Speicher 
Margaritze bis zum Krafthaus der Oberstufe durchlaufende Triebwasserleitung beide 
Wasserschlésser eingeschaltet, und es war die Frage zu klaren, ob dieses System 
mit den bereits dimensionierten Steigschachtquerschnitten als stabil zu bezeichnen sei. 


Mit den Abmessungen des Systems: 
L, =11536m, L,=3880m, L=15416m, 4 =0°252, 
fp =853m2, ff, =853 m2, y = 1-00, 
ff eae 2p, # == 9°80 m?, 
k, =0°801-10-3, k, =0°296-10-3, % =3-40 
und fiir Q = 18°0 m?/sec. 
Owes 2 bE m/sec.) 0), 9 == 221 i myseée., 
Zig 41520 ma, 2 pe OM 
ergibt sich bei Hy = 2000°00 — 1670°00 = 330°00 m fiir 
H,, = 284-70 m. 
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Aus 7, =1:91 m? und 7, = 6°49 m? folgt fir n,* = 11°62 und %3* = 1°51. 
Fiir den Fall kleiner Schwingungen ergibt sich nach (30) 
N, = 0°228 
und mit ,* =1°51 aus der Anwendung der Bedingung (28c): 
i, = 6°96. 
Mit n,* = 11°62 erhalt man nach (25a—d/1): 
@ =3°74, 6 =37-:05, c=10495, d = 53-60, 


wodurch die Bedingungen (27) erfillt sind. Die Erfiillung der Bedingung (28c) er- 
sieht man aus: 
abe—c — ad = 277856. 


Fir den Fall groBer Schwingungen ergibt sich, wenn als WasserschloBboden die 
Oberkante der Unterkammer des Limbergwasserschlosses auf Kote 1941°55m an- 
gesehen wird: 

Hy = 1941°55 — 1670°00 = 271°55; =f =—0°0462. 


Mit a = 3°52; b = 36°76; ¢ = 64°65; d = 53°34 nach (25a—d/2) ist die Bedingung (27) 
und mit abc — c? — a2? d = 3525-21 auch die Bedingung (28c) erftillt, womit das 
vorliegende WasserschloRsystem auch fiir grofe Schwingungen als stabil anzu- 
sehen ist. ; 
(BLingegangen am 23. Februar 1951.) 


Die Abhangigkeit 
des Curie-Punktes der Ferromagnetika vom Magnetfeld. 
Von K. M. Koch, Wien. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Einleitend wird gezeigt, da die Beschreibung des Ferromagnetismus 
mittels der Theorie der geordneten Zustéande nach Bragg und Williams (in Analogie zu den 
Verhaltnissen beim Supraleiter) zu einer Abhangigkeit des Curie-Punktes vom Magnetfeld fihrt. 
Wir haben am gleichen Material (Nickel) den Widerstand und die differentielle Thermokraft in 
Abhangigkeit von der Temperatur bei Feldstarken bis zu 9000 Oersted gemessen. Versucht man 
aus den erhaltenen Kurven einen Curie-Punkt zu extrapolieren, so erhalt man in beiden Fallen 
eine Verschiebung von rund 10 Grad fiir H = 9000 Oersted. [Aus den o (7')-Kurven nach Wei8 
und Forrer (Abb. 1) wirde man aufeine Verschiebung von ungefahr 30 Grad fiir H = 17500 Oersted 
schlieBen. ] 


Summary. Firstly it is proved that the description of ferromagnetism by means of the theory 
of ordered states according to Bragg and Williams (in analogy to the case of superconductors) 
leads to a dependence of the Curie point on the magnetic field. The resistance and the differential 
thermoelectric force have been measured on the same material (nickel) in dependence on the 
temperature and in cases of field intensities up to 9000 Oersted. If one tries to extrapolate a Curie 
point from the so gained curves, a dislocation from about 10 degrees for H = 9000 Oersted takes 
place in both cases. [The o(7') curves according to Wei and Forrer (fig. 1) would lead to 
the conclusion that the dislocation is about 30 degrees for H = 17500 Oersted.] 


Résumé, Au début, il est démontré que la description du ferromagnétisme A aide de la 
théorie des états ordonnés d’aprés Bragg et Williams (analogue au cas du superconducteur) 
améne & une dépendance du point Curie du champ magnétique. La résistance et la force thermo- 
électrique différentielle furent mesurées au méme matériel (nickel) en dépendance de la 
température pour des intensités de champ jusqu’a 9000 Oersted. En essayant l’extrapolation 
d’un point Curie des courbes obtenues, on arrive dans les deux cas A une dislocation de 10 degrées 
pour H = 9000 Oersted. [On pourrait conclure des courbes o (7) d’aprés Weif8 et Forrer 
(fig. 1) a une dislocation d’environ 30 degrées pour H = 17500 Oersted.] 


he) 
1 
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Die Abhangigkeit des Curie-Punktes der Ferromagnetika vom Magnetfeld. 


I. Grundsatzliches. 


1. Wir wollen davon ausgehen, da der Zustand eines Ferromagnetikums als 
Funktion der Temperatur sich in Abwesenheit eines auSeren Magnetfeldes in voll- 
kommen gleichwertiger Weise durch die WeiBsche Theorie oder durch die Theorie 
der geordneten Zustande in der Form, die ihr Bragg und Williams gegeben 
haben, beschreiben la8t. Nach Wei8 erhalt man fiir den Quotienten aus der tat- 
sachlichen Magnetisierung M und der maximal méglichen M,, 


u UW Moco: + 

adi tanh ET ; (1) 
(Hier ist WM das WeifBsche innere Feld, WM., sein Maximalwert bei vollstandiger 
Ausrichtung aller Spins, ~ das magnetische Moment eines Spins.) M/M,. entspricht 
begrifflich vollig dem Ordnungsgrad 8 der Bragg- 
Williamschen Theorie (S und M/M,, sind 1 fir 
volle Ordnung und Null bei vollstandiger Unord- 
nung). Vo, ist die Arbeit, die man leisten mu8, 20 
um in einem vollig geordneten Kristall ein A- und 
ein B-Atom miteinander zu vertauschen. Man hat 
daher den halben Energiebetrag aufzuwenden, um 
ein A-Atom aus einer ,,richtigen“ in eine , falsche‘‘ 
Gitterposition zu bringen. Auf der anderen Seite 

ist die Arbeit, die aufgewendet werden mu8, um & 
in einem vollstandig ausgerichteten Weifschen 
Bezirk einen Spin um 180° zu drehen, gleich 

2u W Mo, dieser Energiebetrag entspricht so dem 
Wert V,/2 der Braggschen Theorie. Wenn man 
diesen Umstand beachtet, so ist Gl. (1) und der 
Ausdruck, den die Braggsche Theorie fiir den 
Ordnungsgrad einer binaren Legierung mit gleicher 44) 1. pie spezifische Sattigungs- 
Anzahl von Atomen beider Gattungen liefert, magnetisierung von Ni nach den 
Messungen von Weif und Forrer. 


VS (2) Die strichlierten Kurvenstiicke sind 
4kT von uns eingezeichnet. 


20 


10 


0 — 
920 340 piel 420 °C 


S = tanh 


vollstandig aquivalent. Aus beiden Gleichungen erhalten wir fiir die Temperatur 0, 
oberhalb derer der Ordnungszustand Null ist, 


Vo _ LW Moo 
erie, Ste (3) 


Die Gleichwertigkeit von (1) und (2) geht aber verloren, sobald wir die Wirkung 
eines 4uBeren Magnetfeldes beriicksichtigen wollen. Die Weifsche Theorie stellt das 
auBere und das innere Feld als gleichwertige Summanden gegeniiber. Aus Gl. (1) wird so 


M u(H+W M) 
Wo = tanh RT Roe (4) 


Versucht man in der bekannten Weise aus der graphischen Darstellung der Gl. (4) 
die Magnetisierung als Funktion der Temperatur bei konstantem Magnetfeld zu er- 
mitteln, so sieht man, daf fiir H + 0 streng genommen keine Grenztemperatur mehr 
existiert, sondern nur eine asymptotische Annaherung an den Nullwert. Wir haben 
in Abb. leine fiir H — 10° Oersted aus GI. (4) durch punktweise Konstruktion gewonnene 
Kurve eingezeichnet (fiir kleinere Feldstarken ist die Konstruktion wegen des hohen 
Wertes von WM.. nicht ausfiihrbar). Zum Vergleich sind die aus den Messungen 
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von P. Wei und R. Forrer! entnommenen Kurven fiir H = 5000 und 17500 Oersted 
eingezeichnet. Es besteht offensichtlich qualitative Ubereinstimmung, das heiBt der 
,,FuB“ der og7-Kurven hat die gleiche Gestalt wie die aus der Theorie abgeleitete 
Kurve. Was die Kurve fiir oo, 7 anlangt, so kann ihr Verlauf aus den o (H )-Isothermen 
oberhalb 0-9 7'/@ nicht mehr abgeleitet werden. Man kann aber aus den Messungen 
der spezifischen Warme oder des magnetokalorischen Effektes den Schlu8 ziehen, 
daB die spontane Magnetisierung in der Nahe des Curie-Punktes nicht so scharf ver- 
schwindet, wie es die Theorie verlangt. Dieses Verhalten legt den Schlu’ nahe, daS 
der eigenartige Verlauf der oy 7-Kurven bei héheren Temperaturen dadurch bedingt 
ist, daB der bei tieferen Temperaturen vorherrschende Ordnungsmechanismus (,,long 
range order‘) durch einen anderen (,,short range order‘‘) abgelést wird. Dann kann 
man aber versuchen, die Kurven so, wie es in der Abbildung strichliert eingezeichnet 
wurde, zu extrapolieren und die erhaltenen Schnittpunkte mit der 7'-Achse als Curie- 
Punkte im engeren Sinn, das heiB®t als jene Temperaturen, bei denen die ,,long range 
order“ zerstért ist, zu definieren. Diese so definierten Curie-Punkte waren dann aber, 
wie die Abbildung zeigt, vom Magnetfeld abhangig. 


2. Genau genommen, enthalt die WeiBsche Theorie infolge ihrer historischen Ent- 
wicklung aus der Langevinschen Theorie des Paramagnetismus ein recht unlogisches 
Element, indem sie das um mehrere GréSenordnungen tiberlegene WeiBsche Feld WM 
sozusagen als Zusatz zum éuBeren Feld einfiihrt. Ware man von vornherein von der 
Ordnungs-Unordnungs-Theorie ausgegangen, so hatte man sicher eher das AuBere 
Feld bzw. eine von ihm abhangige GroBe als Zusatzglied zur Ordnungsenergie Vy 
eingefiihrt. Aus Gl. (2) wiirde so 


[Vek 
S = tanh — 7 : (5) 


Fir kleinere Feldstarken kann man f(H) in erster Naherung provisorisch durch 
const. H ersetzen. Aus Gl. (5) erhalt man so, im Gegensatz zur Weifschen Theorie, 
fiir jede Feldstarke einen definierten Umwandlungspunkt 0 


Ve En 
Oran 4Er (6) 


der nunmehr von der Feldstarke abhangt. 


Nach Gl. (5) bewirkt das Magnetfeld eine Erhéhung des Ordnungsgrades bei 
konstanter Temperatur. Das ist im wesentlichen das gleiche wie die Erhéhung der 
spontanen Magnetisierung (die ,,wahre‘‘ Magnetisierung nach Gerlach), die sich 
auch aus der Wei®schen Theorie ergibt. Das Vorzeichen des magnetokalorischen 
Effektes stimmt mit dieser Konsequenz der Theorie iiberein. 


Die hier vorgeschlagene Formulierung der Rolle des auBeren. Magnetfeldes als 
Storung des Gitterpotentials diirfte — das ist ein nicht ganz zu vernachlassigendes 
Argument — der quantenphysikalischen Behandlung des Kristallproblems besser 
entsprechen als die in der urspriinglichen WeiBschen Theorie enthaltene. 


3. Es ist aber weiters kaum véllig bedeutungslos, daB die in Gl. (5) ausgedriickte 
Auffassung, wie an anderer Stelle etwas ausfiihrlicher gezeigt worden ist?, das Pha- 
nomen der Supraleitung in eine ganz bestimmte Relation zu dem des Ferromagne- 
tismus setzt, eine Relation, die deshalb von besonderem Interesse ist, weil nach den 
bisherigen Erfahrungen Supraleitung und Ferromagnetismus sich gegenseitig aus- 
zuschlieBen scheinen. Der Umstand, da im Falle der Supraleitung das Magnetfeld 


* P. Wei® und R. Forrer: C. R. hebd. Séances Acad. Sci. 178, 1670 (1924). 
2 K. M. Koch: Osterr. Ingenieur-Arch. 3, 344 (1949). 
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eine Senkung der Umwandlungstemperatur (Sprungpunkt) bewirkt, laBt sich in 
Analogie zu Gl. (5) durch einen Ansatz von der Form 


_ go f(Vo—eB)8 
§ = 9 (oe) (7) 
ausdriicken, aus dem sich fiir den Sprungpunkt der Ausdruck 
_Vo—cet 
O= Tr 0) 


ergibt. Das Vorzeichen des magnetokalorischen Effektes ist beim Supraleiter auch 
tatsichlich das umgekehrte, wie beim Ferromagnetikum, entspricht also der durch 
Gl. (7) ausgedriickten Reduktion des Ordnungsgrades durch das Magnetfeld. Die 
Tatsache nun, da das Eindringen eines auBeren Feldes in den Supraleiter durch an 
der Oberflache ausgeléste ,,Abschirmstréme“ verhindert wird, ganz gleich, ob das 
Magnetfeld im supraleitenden Zustand eingeschaltet wird (normaler Induktionseffekt) 
oder schon vorher (klassisch nicht mehr deutbarer , MeiBner-Ochsenfeld ‘‘-Effekt), 
erscheint auf Grund der in Gl. (7) enthaltenen Formulierung in einem neuen Licht. 
Da das Maximum des Ordnungsgrades (das fiir H = 0 erreicht wird) mit dem Minimum 
der potentiellen Energie des Kristalls zusammenfallt, kann man die Entstehung des 
Abschirmstromes als Folge der Tendenz nach der minimalen Energie verstehen. Die 
eingehendere Untersuchung zeigt allerdings, da dieses Minimum durch eine Ver- 
minderung des Ordnungsgrades in der vom Abschirmstrom durchflossenen Ober- 
flachenschichte erkauft wird, da8 hier also eine Koppelung von Volums- und Ober- 
flachenzustanden vorliegt, die zweifellos nur von der Quantenphysik des Kristalls 
aus verstanden werden kann. 


DaB wir bei der Umwandlung normal-—supraleitend, im Gegensatz zu den Ver- 
haltnissen bei der Umwandlung ferro-—paramagnetisch auch im Magnetfeld ver- 
haltnismaBig scharfe Umwandlungspunkte beobachten, hat dazu gefiihrt, daB in 
diesem Fall die Annahme einer feldstarkenabhangigen Umwandlungstemperatur 
von vornherein akzeptiert worden ist. Die relative Scharfe des Sprungpunktes ist 
aber wohl in erster Linie durch den Umstand bestimmt, daB hier das Magnetfeld und 
die Temperatur im gleichen Sinne, namlich ordnungszerstérend, wirken, wahrend 
sie beim Ferromagnetikum sich entgegenwirken. AufSerdem wird die Scharfe des 
Umwandlungspunktes beim Supraleiter bis zu einem gewissen Grad dadurch vor- 
getauscht, daB wir bei der iiblichen Messung des Widerstandsverlaufs nur den Zustand 
einer sehr diinnen Oberflachenschicht erfassen. Beim genaueren Studium der Um- 
wandlung normal-—supraleitend findet man, da8 auch hier die Uberlagerung von Ord- 
nungstendenzen héheren und niedrigeren Ranges (,,long range“ und ,,short range 
order“) eine bestimmende Rolle spielt. 


II. MeBergebnisse. 


1. Die Diskussion iiber die Existenz des Curie-Punktes im Magnetfeld und seine 
Beeinflussung durch dieses wird am besten gefordert, wenn man Materialeigenschaften, 
die von der spontanen Magnetisierung abhangig sind, in der Umgebung des Curie- 
Punktes und bei verschiedenen Feldstarken mit. Das ist z. B. fiir den spezifischen 
Widerstand durch verschiedene Autoren und insbesondere durch Potter? mit grofer 
Griindlichkeit geschehen. Auch Messungen der Thermokraft sind schon in groBerem 
Umfang durchgefiihrt worden’. Wenn wir diese Messungen trotzdem wiederholt 


3 H. H. Potter: Proc. Roy. Soc. (London) 182, 560 (1931). 
4 Simon und Bouchard: ©. R. hebd. Séances Acad. Sci. 205, 1144 (1937); 206, 667 (1938). — 
Bouchard: C. R. hebd. Séances Acad. Sci. 226, 1708 (1948). 
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haben, so ist dies aus zwei Griinden geschehen. Erstens schien es von Vorteil, wenn 
einmal zwei verschiedene MeBreihen am gleichen Material ausgefiihrt wiirden. Zweitens 
haben wir die Messungen der Thermokraft, im Gegensatz zu den anderen Autoren, 
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Abb. 2. Der spezifische Widerstand von Ni als Funktion der Temperatur bei H = 0 und 
H = 9000 Oersted. Die Pfeile weisen auf die extrapolierten Curie-Punkte. 


von vornherein auf die differentielle Thermokraft eingestellt, weil wir so eine héhere 
Genauigkeit der Relativwerte erzielen konnten, wenn auch vielleicht mit einem Ver- 
zicht auf Genauigkeit der Absolutwerte. Die Messungen wurden in beiden Fallen im 
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Abb. 3. Die differentielle Thermokraft von Ni gegen Kupfer (7, — 7, < 5 Grad) bei H = 4500 

und 9000 Oersted (transversales Feld). Die Pfeile weisen auf die extrapolierten Curie-Punkte. 


transversalen Magnetfeld ausgefiihrt, nachdem Potter gezeigt hatte, da® in der Nahe 
des Curie-Punktes die Widerstandsanderung im transversalen und longitudinalen Feld 
quantitativ tibereinstimmt. Als Material kam Reinnickel der Firma Krupp in Bern- 
dorf (05 mm Durchmesser) zur Verwendung. Der Reinheitsgrad ist leider unbekannt, 
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aus dem Temperaturkoeffizienten kann geschlossen werden, da® er nicht sehr groh 
ist. Abb. 2 zeigt die Abhangigkeit des Widerstandes, Abb. 3 die der Thermokratt 
(gegen Kupfer, die Temperaturdifferenzen der beiden Létstellen bleiben immer unter 5 i) 
von der Temperatur; die Kurven beziehen sich jeweils auf konstante Feldstarke. Die 
Abbildungen lassen deutlich erkennen, da die Umwandlung auch bei H = 0 in einem 
gréBeren Temperaturintervall erfolgt, das nur wenig schmaler ist als bei Kinwirkung 
des Magnetfeldes. Die (strichliert) eingezeichnete Extrapolation zur Ermittlung des 
Curie-Punktes ist bei den auf H = 0 beziiglichen Kurven etwas leichter durchzufiihren 
als bei den im Magnetfeld erhaltenen Messungen, der Unterschied ist aber nur ein 
gradueller und kein grunds&tzlicher. Beriicksichtigs man, da8 die funktionale Ab- 
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Abb. 4. Die differentielle Thermokraft von Ni gegen Cu im longitudinalen Magnetfeld 
(H = 1000 Oersted). (Die geringfigige Abweichung der Curie-Punkte gegeniiber den anderen 
Messungen dirfte wohl nur auf die Schwierigkeit der Extrapolation zurickzufihren sein.) 


hangigkeit der Thermokraft von der Magnetisierung kaum genau die gleiche sein wird 
wie die des Widerstandes, so mu es schon recht tiberzeugend wirken, wenn wir in 
beiden Fallen fiir die extrapolierten Curie-Punkte die gleichen Werte erhalten, namlich 
O ~ 350° bei H =0 und O w 360° bei H = 9000 Oersted. Auch die Breite der Uber- 
gangsintervalle, in denen die Kurve der MeBergebnisse von den extrapolierten Kurven 
abweicht, stimmt fiir die verschiedenen Feldstarken tiberraschend gut iiberein. Auf 
Grund dieser Ergebnisse ist auch verstandlich, wieso Ahrens® bei seinen Messungen 
der spezifischen Warme durch ein Magnetfeld von 500 Oersted (longitudinal) keine Ver- 
schiebung beobachten konnte; sie mii&te nach unseren Messungen unterhalb von 1/,° 
liegen. Natiirlich wiirde der Nachweis einer Verschiebung der c (7')-Kurve durch das 
Magnetfeld (analog dem Verhalten der Supraleiter) noch iiberzeugender wirken als 
die vorliegenden Messungen. 

2. Die Beeinflussung der Thermokraft durch das Magnetfeld wurde wenigstens fiir 
einen Feldstarkenwert (1000 Oersted) auch im longitudinalen Feld untersucht. Wir 
erhielten (Abb. 4) eine Verschiebung im gleichen Sinn wie im transversalen Feld und 
auch in guter gréBenordnungsmaBiger Ubereinstimmung. Da wir in diesem Fall 
bei tieferen Temperaturen aber auch eine Beeinflussung der Thermokraft von ent- 
gegengesetztem Vorzeichen beobachten konnten, scheint uns ganz besonders auf- 


5 Fur reines Nickel: Rg5o/Ry = 4:44, Reinnickel der Firma Krupp, Berndorf: F459/R, = 3°19. 
6 —. Ahrens: Ann. Physik 21, 169 (1934). 
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schluBreich zu sein. Es beweist nimlich, da® tatsachlich der Ordnungsgrad fir die 
Anderungen mafgebend ist. Obgleich wir bedauerlicherweise aus Zeitmangel Messungen 
der Widerstandsanderung im gleichen Temperaturbereich unterlassen haben, besteht 
kaum ein Zweifel, daB hier auch diese GréBe das umgekehrte Vorzeichen aufgewiesen 
hatte, wie bei hdheren Temperaturen. Wir sind hier in dem Temperaturbereich, wo 
die Kristallanisotropie noch von Null verschieden ist und wo die Drehung des Magneti- 
sierungsvektors in die Richtung des MeBstroms einer Stérung des Ordnungszustandes 
gleichkommt. In der Umgebung des Curie-Punktes fallt dieser Umstand weg, hier 
dominiert die Erhéhung der spontanen Magnetisierung durch das Magnetfeld, also 
die Erhéhung des Ordnungsgrades, die sich in einer Erniedrigung des elek- 
trischen Widerstandes auswirkt. Es ist sehr befriedigend, dai die Beeinflussung 
der Thermokraft durch ihren Vorzeichenwechsel den gleichen Sachverhalt ausspricht. 
Da die Drehungen des Magnetisierungsvektors bei tieferen Temperaturen eine Storung 
des Ordnungszustandes bewirken, geht auch aus den réntgenographischen Messungen 
von F. Regler? hervor, die ein Anwachsen der Gitterstérungen in diesem Bereich 
zeigen. Es ware sehr erwiinscht, diese Messungen in der Nahe des Curie-Punktes durch- 
zufiihren, man wiirde hier ein Verschwinden dieser (reversiblen) Gitterstorungen er- 
warten. ea N 

Die vorstehend besprochenen Messungen sind der Dissertation von Diplomingenieur 
A. Eidinger entnommen, der sie mit tiberaus dankenswertem Kifer und groBer 
Geschicklichkeit ausgefiihrt hat. Zusammenfassend kann gesagt werden, da die 
Ergebnisse dieser Messungen zwar keinen absolut biindigen Beweis fiir die Annahme 
eines vom Magnetfeld abhangigen Curie-Punktes darstellen, wohl aber einen Ansporn 
zur eingehenderen Untersuchung dieses Problems zu geben geeignet sind. 

Durch die freundliche Vermittlung von Herrn Dr. Brilli (Wiener Vertretung der 
Vakuumschmelze Hanau) erhielten wir nach AbschluB dieses Berichtes eine Probe 
von Rein-Nickel mit 0°5°% Hisen, sonstige Verunreinigungen in Spuren. Die Messungen 
an dieser Probe ergaben genau den gleichen Verlauf der R (7’)- und e (7')-Kurven wie 
bei dem Nickel von Krupp-Berndorf, nur war der Betrag der ,,Verschiebung‘‘ des 
Curiepunktes etwas geringer. 

(Hingegangen am 13. Marz 1951.) 


Zuschriften. 


Zur Ableitung des Croccoschen Wirbelsatzes. 


Im Anschlu8 an die unter gleichem Titel erschienene Arbeit von F. Magyar 
(Bd. IV, Heft 2, S. 189) méchte ich mir den Hinweis erlauben, da8 meiner Ableitung 
wie allen vorausgegangenen die allgemeine Form der Euler-Gleichung zugrunde liegt, 
wahrend in der zitierten Arbeit 1/0 grad p= grad IT gesetzt ist. Durch Anwenden 
des Operators ,,rot‘‘ auf diese Beziehung sieht man leicht, daB sich die Form der 
Kulerschen Gleichung in der zitierten Arbeit und die daraus abgeleiteten Schliisse 
nur auf barotrope Strémungen beziehen, eine Einschrankung, welche bei den Ab- 
leitungen des Croccoschen Satzes nicht gemacht wird. 

Die bei diesen Ableitungen zusatzliche Voraussetzung der Isoenergie liegt beispiels- 
weise der bekannten Rankine-Hugoniotschen VerdichtungsstoBtheorie zugrunde. 
Darnach bleibt 7) hinter einer stationiren StoBwelle im Raume konstant, wenn i, 
davor konstant war. Die Strémung hinter einem Sto8 (etwa hinter der Kopfwelle 
eines mit Uberschallgeschwindigkeit fliegenden Meteors) stellt daher auch das Haupt- 
anwendungsgebiet des Croccoschen Satzes dar. Sie weist bei konstantem Wert von % 


’ F. Regler: 8.-B. Akad. Wiss. Wien 62ff. (1950). 
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die durch die Entropieunterschiede auf den einzelnen Stromlinien hinter der Kopf- 
welle bedingten Wirbel auf. 

Sehr allgemein — mit veranderlichem 4g, instationar und mit Reibung und Warme- 
leitung — und in Ubereinstimmung mit allen vorausgegangenen Arbeiten wird das 
Problem von A. Vazsonyi (Quart. appl. Math. III, 8. 29—37, 6—8, 1945) behandelt. 
Uberfliissigerweise und abweichend von den praktischen Bediirfnissen wird dabei 
allerdings der Reibungskoeffizient als konstant vorausgesetzt. 


K. Oswatitsch, Stockholm. 


Die meisten Autoren beniitzen zur Ableitung des Croccoschen Wirbelsatzes auBer 
der Kulerschen Gleichung die Warmegleichung oder sonstige allgemeine thermo- 
dynamische Beziehungen, aus welchen (im Gegensatz zur Ableitung des Wirbelsatzes 
von Bjerknes) das Druckglied eliminiert wird. Daher ist es fiir das Ergebnis 


Vi, baw. VH=TVS— 2 xv 
belanglos, ob man = V p oder V J einfithrt. Tatsaichlich kommen auch auBer den 


von mir angefiihrten Autoren v. Mises und Krahn noch Milne-Thomson und 
Vazsonyi zu demseiben Endergebnis. Vazsonyi bezeichnet die obige Gleichung 
als Verallgemeinerung des Croccoschen Satzes, die sich fiir 7) bzw. H = konst. 
auf die bekannte Form reduziert. Er erklart aber ausdriicklich, daB die Bedeutung 
der allgemeineren Gleichung durch die Abhangigkeit von H und S zum Ausdruck 
kommt. 

Die Annahme i, baw. H = konst. folgt nicht aus der Ableitung, die blo®& den 
obigen Zusammenhang liefert, sondern kann bei speziellen Problemen nur zusatzlich 
herangezogen werden. Anderseits ergibt sich aber +, = konst. (raumlich) in iiblicher 
Weise auch, wenn  S und 1 fiir sich gleich Null sind. 

F. Magyar, Wien. 


Alfons Leon +. 


Am 30. Mai 1951 ist der ordentliche Professor fiir Baustofflehre und Mechanische 
Technologie I und Vorstand der Technischen Versuchsanstalt an der Technischen 
Hochschule Wien, Dr. Alfons Leon, einem kurzen schweren Leiden erlegen. Damit 
hat ein arbeitsreiches Leben, das ganz in den Dienst der Wissenschaft gestellt war, 
-unerwartet seinen Abschlu8 gefunden. 

Leon wurde 1881 in Ragusa (Dalmatien) geboren; aber Innsbruck, wo er seine 
Kindheit verbrachte, wurde ihm zur eigentlichen Heimat. Nach Absolvierung der 
Bauingenieurschule an der Technischen Hochschule in Wien und Promotion zum 
Doktor der technischen Wissenschaften habilitierte sich Leon 1907 an der gleichen 
Hochschule fiir das Fachgebiet ,,Elastizitatstheorie‘‘, das 1909 fiir das Gesamtgebiet 
der ,,Technischen Mechanik und Materialpriifung‘’ erweitert wurde. 1913 erlangte 
er auch die Habilitation an der Hochschule fiir Bodenkultur in Wien fiir Mechanik, 
Eisenbeton- und Briickenbau und habilitierte sich 1916 noch an der Technischen 
Hochschule in Graz. 

Unmittelbar nach Beendigung seiner Studienzeit, 1903, war Leon Assistent am 
physikalischen Institut der Technischen Hochschule in Wien, ab 1907 im mechanisch- 
technischen Laboratorium, der heutigen Versuchsanstalt, und leitete 1910/11 die 
Abteilung fiir Metallpriifung. Von 1911 bis 1916 war er Vorstandstellvertreter an 
der Versuchsanstalt fiir Bau- und Maschinenmaterial des Technologischen Gewerbe- 
museums in Wien. Gleichzeitig, von 1913 bis 1918, war er Honorardozent fiir technische 
Mechanik einschlieBlich der Konstruktionsiibungen fiir Briickenbau an der Hoch- 
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schule fiir Bodenkultur in Wien. Vor seiner 1916 erfolgten Berufung als auBerordent- 
licher Professor fiir reine Mechanik an die Deutsche Technische Hochschule in Briinn 
betatigte er sich auBerdem bei den k.k. Staatsbahnen im Materialbeschaffungsamt 
der Nordbahndirektion in Wien. 1918 wurde er als ordentlicher Professor fiir 
Technische Mechanik und Mechanische Technologie an die Technische Hochschule 
Graz berufen, wo er eine mechanisch-technische Versuchsanstalt griindete, die 1921 
autorisiert und mit Hilfe der Steirischen Industrie und den Mitteln der Vélkerbund- 
anleihe zu einem modernen Institut ausgebaut, 1944 aber leider durch Bombentreffer 
fast vollstandig zerstért wurde. 

Wahrend der Jahre 1934 bis 1946 im zeitlichen Ruhestand, verédffentlichte er 
nahezu 2000 Berichte iiber Arbeiten im Sinne der Dokumentation. Dann folgte er 
der Berufung als ordentlicher Professor an die Technische Hochschule Wien. 

Neben zahlreichen Ehrungen erhielt Leon auf Grund seiner wissenschaftlichen 
Arbeiten 1906 das Lieleggsche Reisestipendium und war 1908/9 Inhaber der Ghega- 
Stiftung. 1948 wahlte ihn der Internationale Verband der Prif- und Forschungs- 
anstalten fiir Baustoffe und Baukonstruktionen zum Delegierten Osterreichs. 

In den nahezu fiinfzig Jahren seiner Hochschultatigkeit erschien eine groke Zahl 
wissenschaftlicher Arbeiten, allein 48 Abhandlungen auf dem Gebiete der Elastizitats- 
theorie, unter anderem tiber die Berechnung von Warmespannungen in Hohlzylindern 
und Hohlkugeln sowie in Schornsteinen. Mehrere Aufsitze behandeln die fir den 
Turbinenbau wichtigen Fragen der Spannungen und Formanderungen in rotierenden 
Korpern, vor allem Kérper gleicher Festigkeit. Es ist das groBe Verdienst Leons, 
die praktisch wichtigen Falle der fiir die Technik bedeutsamen Kerbwirkung in einer 
Reihe oft sehr umfangreicher Arbeiten teils exakt, teils niherungsweise behandelt 
zu haben. Seine Forschungsarbeiten tiber den Gebirgsdruck in Tunnels haben in der 
Fachwelt groBen Widerhall gefunden, besonders in Verbindung mit dem seinerzeitigen 
Bau des Simplontunnels. Eng im Zusammenhang mit der Frage der Spannungs- 
stérungen stehen seine Studien tiber die Spannungsverteilung in Verbundkérpern 
und eingebetteten Rohren. 

Leon erweiterte die Mohrsche Anstrengungstheorie durch Annahme einer ge- 
kriimmten Hiillinie, wodurch sich Schub- und Trennbruch erklaren lassen. In acht 
Arbeiten wird die Anwendung der Mohrschen Theorie mit Hiillparabel gezeigt, die 
dadurch wesentlich an praktischer Bedeutung gewonnen hat. 

Auf dem Gebiete der Materialpriifung verdanken wir ihm mehr als siebzig Arbeiten, 
die sich mit der Priifung von Metallen, Holz, natiirlichen und kinstlichen Gesteinen - 
befassen. 

Die Hochschule verliert einen hervorragenden Lehrer und unermiidlichen, erfolg- 
reichen Forscher, die Wirtschaft einen jederzeit bereiten, gewissenhaften Berater. 
Opera eius non peribunt. F. Magyar, Wien. 


Buchbesprechungen. 


Rontgen- und Radiumphysik fiir Mediziner. Von R&. Glocker. Mit 168 Textabb., VIII, 275 8S. 
Stuttgart: G. Thieme. 1949. Geb. DM 19.80. 


Der Autor des vorliegenden Buches, Dr. Richard Glocker, Professor fir Réntgentechnik 
an der Technischen Hochschule Stuttgart, ist fir jeden einigermaSen mit Réntgenphysik und 
Roéntgentechnik vertrauten Leser ein Begriff. Nebst zahlreichen wissenschaftlichen Arbeiten 
und Sonderveréffentlichungen ist Glockers Buch ,,Materialpriifung mit Réntgenstrahlen“ all- 
gemein bekannt und insbesondere als erste Auflage so bahnbrechend gewesen, da man nunmehr 
einer Réntgen- und Radiumphysik fiir Mediziner aus der Feder desselben Autors mit eré8tem 
Interesse entgegensieht. In dem vorliegenden Buch versucht Glocker, unter sparsamster Ver- 
wendung von Mathematik im Text in einer leichtfaBlichen, erzihlenden Weise den Nichtphysiker 
in die verschiedenen Kapitel der modernen Atomphysik einzufiihren. Auch die Erzeugung sowie 
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die Eigenschaften und die Wirkung der Réntgenstrahlen, und zwar von den Grenzstrahlen bis 
zu den 100-Millionen-Volt-Réntgenstrahlen werden in dem Buch in elementarer Form dargestellt. 
Die folgenden Kapitel tiber Dosierung von Roéntgen- und Radiumstrahlen sowie iiber Strahlen- 
schutz sind fiir den Mediziner genau so wichtig wie die ebenfalls beschriebenen Probleme der 
Rontgendiagnostik, der Tiefentherapie und der Primarwirkung ionisierender Strahlen auf die 
Zelle. Ein Anhang ist der Durchfiihrung einiger praktisch wichtiger Berechnungen gewidmet. 

Der schon erwahnte, unter fast vélligem Verzicht auf mathematische Ausdruckweise auf- 
gebaute Versuch einer Darstellung des beschriebenen Gebietes ist an sich schwierig. Es bleibt 
daher abzuwarten, ob die dem Fachmann fliissig und leicht faflich erscheinende Darstellung auch 
geeignet ist, dem Nichtphysiker die geschilderten Probleme verstindlich zu machen. 

Wenn auch bei einer solchen Darstellung gewisse Konzessionen an die Exaktheit zugunsten 
des leichteren Verstindnisses gemacht werden miissen, so diirften gerade in einem fir Nicht- 
physiker bestimmten Buch Unrichtigkeiten, wie sie etwa die in der FuSnote auf Seite 29 be- 
schriebene Kanalstrahlenréhre oder die auf Seite 80 als Witka-Schaltung zur Spannungsverdrei- 
fachung bezeichnete Greinacher-Schaltung zur Spannungsverdoppelung sind, ohne Druck- 
fehlerberichtigung nicht vorkommen. Es ist zu hoffen, da8 die in dem Buch enthaltenen Un- 
genauigkeiten in einer Neuauflage richtiggestellt werden und da8 in derselben auch das Literatur- 
verzeichnis vervollstandigt werde. Das Buch, das eine Liicke im Schrifttum ausfillt, wird 
dann sicher vielen Medizinern und Studierenden gute Dienste leisten, da es neben den physikali- 
schen Tatsachen auch die Wirkung der verschiedenen Strahlenarten auf biologische Objekte 
beinhaltet. FE. Regler, Wien. 


Wave Theory of Aberrations. Von H. H. Hopkins. (Monographs on the Physics and Chemistry 
of Materials. Herausgegeben von W. Jackson, H. Fréhlich und N. F. Mott.) Mit 64 'Textabb., 
VIII, 169 S. Oxford: At the Clarendon Press. 1950. Geb. 158. net. 


Trotz seines Titels ist das Buch der Darstellung der geometrischen Optik gewidmet. Aber 
man kann die geometrischen Aberrationen eines optischen Systems nach zwei verschiedenen 
Gesichtspunkten behandeln: 1. Man betrachtet die Abweichungen der Wellenflachen von einer 
idealen Kugelflache oder man untersucht 2. die mangelnde Strahlenvereinigung in einem Punkt. 
Das vorliegende Buch gibt eine konsequente Darstellung der Bildfehlertheorie vom ersterwihnten 
Standpunkt. Dem Verfasser, der sich hierbei vielfach auf eigene Arbeiten stiitzen kann, ist es hier- 
bei gelungen, durch die Tat zu beweisen, da auf diese Weise eine gedrangte und dabei durchsichtige 
Darstellung der hierhergehérenden Tatsachen méglich ist, die vor allem auch fiir den praktischen 
Optiker seinen Wert hat. Man mu8 sich nur daran gewohnen, von den Strahlensystemen zu ihren 
Orthogonalflachen tiberzugehen. Diese ,,Ubersetzung“ wird'fiir die meisten bekannten Resultate 
der geometrischen ,,Strahlenoptik‘‘ durchgefthrt. Ein Vorteil der vom Verfasser verfolgten 
Methode liegt sicher auch darin, daf sie den Zugang zur eigentlichen wellentheoretischen Behand- 
lung der Abbildung erleichtert. Auf diese Fragen der wellenmafigen Intensitatsberechnung, die 
man nach dem Buchtitel eigentlich erwarten wiirde, kann allerdings nicht eingegangen werden. 
Aber der reiche Inhalt, der neben den allgemeinen Berechnungen der Aberrationen auch ins einzelne 
gehende Rechenschemate fiir die praktische Durchrechnung umfaSt und die klare Darstellung 
birgen dafiir, daB8 jeder an der geometrischen Optik Interessierte mit groBem Nutzen das vor- 
liegende Buch verwenden wird. W. Glaser, Wien. 


Dynamik selbsttitiger Regelungen. Von &. C.Oldenbourg und H. Sartorius. Zweite Auflage. 
1. Band: Allgemeine und mathematische Grundlagen. — Stetige und unstetige 
Regelungen. — Nichtlinearitaten. Mit 112 Textabb. und einer Tafel, 258 8. Miinchen: 
R. Oldenbourg. 1951. Geb. DM 26.—. 


AnschlieBend an den vorliegenden ersten Band ist ein zweiter Band tiber die Theorie der 
optimalen Abstimmung in Vorbereitung. 

In richtiger Einschatzung der grofen Bedeutung, die der modernen Regeltechnik heute auf 
nahezu allen Gebieten der angewandten Naturwissenschaften zukommt, wird eine dem neuesten 
Stand entsprechende, umfassende Darstellung der Grundlagen gegeben. Die Verfasser heben 
das Gemeinsame der Probleme hervor, ohne auf Einzelheiten spezieller Ausfithrungen .naher 
einzugehen. Wie gliicklich diese Auswahl des Stoffes war, ergibt sich aus der Tatsache, dak} 
die 1944 erschienene erste Auflage nicht nur rasch vergriffen war, sondern bereits 1948 von der 
,American Society of Mechanical Engineers‘ nachgedruckt wurde. 2 

Zur mathematischen Behandlung der Differentialgleichungen der linearen Ubertragungs- 
systeme beniitzen die Verfasser die Laplace-Transformation, das Duhamelsche Integral, die 
Hurwitzschen und Nyquistschen Stabilititskriterien und noch viele funktionentheoretische 
Methoden, die dem Techniker im allgemeinen nicht gelaufig sind. Man kann nur hoffen, dah 
es gelungen ist, auch mathematisch weniger geschulte Leser davon zu iiberzeugen, wie lohnend 
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das Studium iibersichtlicher Methoden fiir die Weiterentwicklung auch in jenen Fallen ist, die 
einer elementaren, dafiir aber langwierigen, weniger aufschlufreichen Rechnung zuganglich sind. 
Jedenfalls aber bemiihen sich die Verfasser, die bendtigten Satze und Regeln sorgfaltig heraus- 
zuarbeiten und sie betonen auch, da verwickeltere Unterfunktionen durch Partialbruchzerlegung 
oder Reihenentwicklung auf einfache Bildfunktionen zurickgefithrt werden kénnen. Auch die 
direkte Auswertung des Umkehrintegrals, die haufig am kirzesten Weg zum Ziel fihrt, ist bei 
den vorkommenden Bildfunktionen immer méglich. Eine bei der Anwendung der Ubergangs- 
funktion auftretende Volterrasche Integralgleichung wird in eleganter Weise mit Hilfe der 
Laplace-Transformation gelést. 

Hervorgehoben’ ist der zur Beurteilung stabiler Ausgleichsvorgange auch bei Problemen 
héherer Ordnung wichtige Begriff der ,,Regelgitte sowie die Kennzeichnung technischer Regel- 
strecken. Beide Definitionen kénnen auf bisher ungeléste Regelprobleme befruchtenden EinfluS 

ewinnen. 
5 Ein kurzer Abschnitt ist der Behandlung von Nichtlinearitaten (Reibung und Lose) gewidmet. 

Im Zusammenhang mit den Differenzengleichungen der ausschlagabhangigen Schrittregulierung 
bringen die Verfasser in gedrangter Form die wesentlichsten Grundbegriffe der Differenzen- 
rechnung, deren Bedeutung fiir die Praxis derzeit noch viel zu wenig erkannt wurde. 

Besonders verdienstvoll erscheint dem Referenten das mutige Unternehmen der Verfasser, 
den praktisch ausiibenden Technikern den Weg zu ihrer mathematischen Vervollkommnung zu 
zeigen, auf die sie schon im Hinblick auf anzustrebende Fortschritte nicht verzichten kénnen. 
Sicher ist aber, da8 das Buch viele Freunde in den Kreisen der Theoretiker und nicht zuletzt 
auch unter den der Theorie aufgeschlossenen Praktikern finden wird.  F. Magyar, Wien. 


Vortrige iiber Determinanten und Matrizen mit Anwendungen in Physik und Technik. Von 
W. Schmeidler. Mit 3 Textabb., VIII, 1558. Berlin: Akademie-Verlag. 1949. 


Das nicht zu umfangreiche Buch umfafit neun Vortrage, die der Verfasser im Jahre 1942 
im AuSeninstitut der Technischen Hochschule Berlin fir Ingenieure gehalten hat. Dem Wunsche 
nach Verdffentlichung nachkommend, hat der Autor diese Vorlesungen in erweiterter Form 
und durch Literaturverzeichnis, Namen- und Sachregister erginzt herausgegeben. Zeigt schon - 
allein die Notwendigkeit solcher Vortrage ihre Wichtigkeit fiir theoretisch aufgeschlossenere 
Ingenieure nahezu aller Fachrichtungen, so tiberzeugen die sehr glicklich gewahlten praktischen 
Anwendungen auf freie Schwingungen elektrischer Netze bei verschwindendem bzw. kleinem 
Ohmschen Widerstand, erzwungene Schwingungen, Schwingungen eines Pendels mit oszillierendem 
Aufhaéngungspunkt, Drehschwingungen an Kurbelwellen von Verbrennungsmotoren den Leser 
um so mehr, daf das Studium moderner umfassender mathematischer Disziplinen nicht nur fiir 
den Fortschritt unentbehrlich ist, sondern auch das Gedachtnis durch analoge Behandlung gleich- 
artiger Probleme ganz wesentlich entlastet. Heute werden auch die meisten ausiibenden Techniker 
kaum mehr mit dem gesunden Menschenverstand und der Anschauung allein zurechtkommen, 
und das unbedingte Festhalten an elementaren Vorstellungen wird im allgemeinen durch Un- 
ubersichtlichkeit und zeitraubende Umstandlichkeit erkauft, die das eigentliche Problem in den 
Hintergrund drangen. 

Natiirlich ist an einschlagiger Literatur kein Mangel. Aber der mathematisch weniger Ge- 
schulte, der meistens auch weniger Zeit aufbringen kann, bedarf der gediegenen Fiihrung eines 
erstklassigen Fachgelehrten, der das Wesentliche in konzentrierter Form herauszuarbeiten ver- 
steht. Und das gerade gelingt dem Verfasser in so vollendeter Weise, da auch mit der Materie 
bereits vertrautere Leser noch durch bisher unbeachtete Zusammenhange iberrascht werden, 
die das Gemeinsame und Unterschiedliche von Determinanten, Matrizen und Tensoren kenn- 
zeichnen. Besondere Sorgfalt verwendet der Verfasser auf Differentialgleichungssysteme, 
Stabilitatsprobleme und deren Kriterien, wobei die schon vor Hurwitz im Jahre 1850 von 
Hermite angegebene Methode ,,gebiihrend zur Geltung gebracht wird‘. 

Der folgerichtige Aufbau des Stoffes, die exakte, wissenschaftlich schéne Ausdrucksweise 
des Verfassers und nicht zuletzt die kurze gedringte Form der Darstellung erleichtern das 
Studium im héchsten Mafe und machen das Buch nach griindlicher Durcharbeitung zu einem 
ausgezeichneten Nachschlagwerk. Jedem Vortrag sind Ubungsbeispiele angeschlossen, die eine 
Vertiefung in das Gebotene erméglichen. F. Magyar, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 


Herausgeber und Higentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: P 
; : : : : Prof. Dr. Franz 
Magyar, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandlgasse 52. 
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_ Acta Physica Austriaca 


Unter Mitwirkung der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften 
Herausgegeben von K. W. Fritz Kohlrausch, Graz, und Hans Thirring, Wien 
Schriftleitung: Paul Urban, Graz 


Soeben erschien: 4. Band, 4. (SchluB-) Heft 


(Ausgegeben im Mai 1951) 
Mit 70 Textabbildungen. 192 Seiten. S 122.—, DM 26.80, $ 6.40, sfr. 27.50 


Inhalt: Thirring, W. Bericht iiber die neuen Entdeckungen im Wasserstoffspektrum. — Bergmann, 0. Zum Kernphotceffekt an 
Beryllium. — Wieninger, L. Uber die Reichweite von Polonium-Strahlen in einigen Alkalihalogenidkristallen (N aCl, KCl], KBr 
und KJ). — Lihl, F. Ferromagnetische Eigenschaften halboxydischer Eisen- und Eisen-Kobalt-Pulver. — Urban, P. und 
F, Schwarzl. Die Theorien der Teilchen mit héherem Spin. — Ménig, H. W. Materielle und quantenhafte Eigenschaften elektro- 
magnetischer Wellenfelder. — Herzog, R. F. K. Neue Erkenntnisse tiber die elektronenoptischen Eigenschaften magnetischer 
Ablenkfelder. — Roesler, F. €. Uberlegungen zur Ehrenhaftschen Magneto-Photophorese. — Rieder, W., H. Miiller und E. Broda. 
Zum Szilard-Chalmers-Effekt mit schnellen Neutronen. — Ehrenhaft, F. Uber die Photophorese, die wahre magnetische Ladung 
und die schraubenférmige Bewegung der Materie in Feldern. Erster Teil. — Ehrenhaft, F. und F. Stockinger. Der Magnet als 


Diakriter von Siure und Base. — Smekal, A. Bericht tiber die Osterreichische Physikertagung in Graz und die Griindung der 
Osterreichischen Physikalischen Gesellschaft. 


Tschermaks , 
Mineralogische und Petrographische Mitteilungen 


Herausgegeben von 
F. Machatschki, Wien, und H. Leitmeier, Wien 
Dritte Folge 


Soeben erschien: Band Ili, Heft 3 
(Ausgegeben im Juni 1951) 


Mit 38 Textabbildungen. 140 Seiten. S 92.—, DM 25.20, $ 6.—, sfr. 25.80 


Inhalt: Scheminzky, F. und W. Grabherr. Uber Uran anreichernde Warzen- und Knépfchensinter an ésterreichischen Thermen, 
insbesondere in Gastein. — Riiling, J. und F. Scheminzky. Die Alphastrahlung der Gasteiner Warzen- und Knépfchensinter. — 
Hayek, E. und H. Wierer. Uber den Arsengehalt von Stollenwassern in der Umgebung Badgasteins. — MHaberlandt, H. und 
A. Schiener. Die Mineral- und Elementvergesellschaftung des Zentralgneisgebietes von Badgastein (Hohe Tauern). — Exner, Ch. 
Mikroklinporphyroblasten mit helizitischen HinschluBziigen bei Badgastein. — Siegl, W. Erzmikroskopische Studie des Glaserzes 
vom Radhausberg bei Gastein. — Paulitsch, P. Zur Haufigkeit der Pyritformen. 


Archiv fiir Meteorologie, 
Geophysik und Bioklimatologie 


Herausgegeben von 


Dozent Dr. W. Mérikofer und Prof. Dr. F. Steinhauser 


Physikalisch-meteorologisches Zentralanstalt fiir Meteorologie 
Observatorium Davos 4 und Geodynamik Wien 


Serie B: Allgemeine und biologische Klimatologie 
Soeben erschien: Band Il, 4. Heft 
(Abgeschlossen im April 1951) 
Mit 31 Textabbildungen. 96 Seiten. S 60.—, DM 14.80, $ 3.60, sfr. 15.50 


Inhalt: Dirmhirn, Inge. Untersuchungen der Himmelsstrahlung in den Ostalpen mit besonderer Beriicksichtigung ihrer Héhen- 
abhingigkeit. — Sauberer, F. Registrierungen der nichtlichen Ausstrahlung. — Uttinger, H. Zur Hohenabhangigkeit der Nieder- 
schlagsmenge in den Alpen. 
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Soeben erschien: 


EinfluBfelder elastischer Platten 
Von 


» Dipl.-Ing. Prof. Dr. techn. Adolf Pucher 


Graz 


52 Tafeln mit VIII, 13 Seiten Text und 10 Textabbildungen. Quer-4°. 1951 
Geb. S 120.—, DM 27.70, $ 6.60, sfr. 28.40 


So wie man fiir die Berechnung der Haupttragwerke von Briicken mit Vorteil HinfluBlinien verwendet, erméglichen bei den 
elastischen Platten die HinfluBfelder die einfachste und genaueste Methode zur Berechnung der Schnittkrafte. Wahrend jedoch 
die Ermittlung der HinfluBlinien fiir die Trager im allgemeinen von jedem getibten Statiker durchgefiihit werden kann, ist die 
Ermittlung der Einflu&felder der Platten eine miihselige Arbeit und erfordert eingehendste Kenntnisse der Elastizitatstheorie. 
Das Bediirfnis nach einer Sammlung fertiger EinfluBfelder war daher groB. Die mit dem Werk Puchers nunmehr yorliegenden 
EinfluBfelder konnen ohne jegliche Vorkenntnisse an Hand der Erliuterungen verwendet werden, da bei deren Auswertung mit 
éinfachsten Berechnungen eine hohe Genauigkeit erreichbar ist und hierzu weder Kenntnisse der hoheren Mathematik noch der 
Elastizititstheorie vorausgesetzt’ werden. ; a 


Soeben erschien: 


Kurze Zusammenfassung der Elektrizitatslehre 
Eine Einfuhrung des rationalisierten Giorgischen MaSsystems wy 
Von . 


Dipl.-Ing. P. Cornelius — | : 


Mitarbeiter des Forschungslaboratoriums der N. V. Philips’ Gloeilampenfabrieken, Eindhoven, Niederlande. 


Mit 11 Textabbildungen. VIII, 89 Seiten. 1951 
S 48.—, DM 10.—, § 2.40, sfr. 10.40 
Das von Giorgi vorgeschlagene und 1935 von der International Hlectzical Commission angenommene MKS-System stellt in seiner 


rationalisierten Form einen gewissen Abschlu8 der Bemiihungen dar, ein elektrisches Ma8system zu schaffen, das ein Maximuman 
Vorteilen in sich vereinigt. Das vorliegende Buch fiihrt den Leser in leichtfaBlicher Form in die Gedankenginge dieses Systems ein. 


Soeben erschien: 


Elektrizitat 
Eine gemeinverstaéndliche Einfiihrung ini die Elektrophysik 
und deren technische Anwendungen j 
Von 
Sir Lawrence Bragg 


M. A., Sc. D., M. Sc., F. RB. S. ‘ ae 
Nobelpreistriger, Cavendish Professor der Experimentalphysik an der Universitit Cambridge 


Autorisierte deutsche Ausgabe von Wilhelm Gauster-Filek 


Mit 138 Abbildungen im Text und auf Tafeln. XIV, 273 Seiten. 1951 
S 48.—, DM 12.—, $ 3.—, sfr. 13.— : 


In fesselnder Art, leicht.verstaéndlich und doch allen wissenschaftlichen Anforderungen gerecht werdend, gibt der bekannte Nobel- ris 
preistrager Sir Lawrence Bragg eine Hinfiihrung in unser heutiges Wissen von der Elektrizitat und zeigt den Weg zum Verstadndnis - 


ihrer wichtigsten technischen Anwendungen. Das Buch wendet sich vor allem an die Jugend und ihre Leh : “a 
Techniker wird es mit Vergniigen lesen. i : ee pa oy 
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